
151 

Zur Quantenelektrodynamik ladungsfreier Felder. 
Ven P. Jordan in GO~tingen und W. Pauli  jr. in Hamburg. 

(Eingegangen am 7. Dezember 1927.) 

In Weitcrffihrung der Diracschen Theorie, bei der die elektrodynamischen Feld- 
grSBen als nieht vertausehbare Zahlen (q-Zahlen) angesehen werden, werden bier, 
wenigstens im Spezialfall des Fehlens yon geladenen Teilchen (reines Strahlungs- 
feld), Vertausehungsrelationen zwischen den FeldgrSBen aufgestellt, die eine 
r e l a t i v i s t i s e h  i n v a r i a n t e  Form haben. Es wird gezeigt, dab diese Relationen 
aueh ohne Benutzung der Foarierzerlegnng des Feldes formuliert werden kSnnen. 
Ferner wird eine allgemeine mathematisehe Methode angegcben, die gestattet, 
Relationen zwisehen q-Zahlen, die von Raum- und Zeitkoordinaten stetig abh~ngen 
(q-Funktionen), umzudeuten in ReIationen zwisehen geeignet gew~hlten Operatoren, 
die ant verallgemeinerte, vom ganzen Feldverlauf abh~ngige ?-Funktionen 

(Funktionale) anzuwenden sind. 

Bekanntlich is t  es D i r a  c * zuerst  gehngcn ,  die quantenmechani.~chen 

Methoden auch auf die Behandlung des elektromagnetischen Feldes  selbst 

zu tibertragen, indem er die Ampl i tuden der Par t ia lwel len  des Feldes als 

,q-Zahlen" au~fa~t und Vertauschungsrelationen lfir diese aufstellt.  Dal} 

auf diesem Wege wesentliche For tschr i t te  zu erzielen seien, mu~te gewi• 

erscheinen, nachdem eine analoge Behandlung eines eintacheren Problems, 

der skalaren (eindimensionalen)Wellengloichung,  schon friiher ergeben 

hatte**, dal~ eine bekannte, yon E i n s t e i n  au[gefundene Schwierig- 

kei t  beziigllch der Energieschwankungen in einem Wellenfeld durch eine 

quantenmechanische Behandlung der Eigenschwingungen des Feldes 

gelSst werden konnte. In  der Tat  gelang es D i r a c ,  eine konsequente 

Theorie der Emission, Absorpt ion und Dispersion der S t r a h h n g  aufzu- 

stellen. J o r d a n * * *  ha t  ~erner eine Uber t ragung der D i r a c s c h c n  

Methoden der Quantelung yon Wellen~eldern au[ den Fa l l  der Materie- 

wellen selbst entsprcchend der Fermis ta t i s t ik  angegeben, und die Resultate  

einer neuercn Arbei t  yon J o r d a n  und K l e i n * * * *  lassen es iiberdies als 

sehr aussichtsreich erscheinen, das noch ungelSste Problem einer Quanten- 

theorie der  Wechselwirkung yon Tei]chen bei ~i tber t icks icht igung der end- 

lichen Ausbrei tungsgesehwindigkei t  der Kraf twirkungen anzugreifen; cine 

solche Theorie mill]re auch die elektrostatischen und die Strahlungswirkungen 

des elektromagnetischen Feldes  nach einhcitl ichen Methoden behandeln. 

�9 P. A. M. Di rac ,  Prec. Roy. Soc. London (A) 114, 243, 710, 1927. 
�9 * M. Born,  W. t i e i s e n b e r g  und P. J o r d a n ,  ZS. f. Phys. 85, 557, 1926. 

�9 ** P. J o r d a n ,  ebenda 44, 473, 1927. Zusatz bei der Korrektur: Vgl. aueh 
P. J o r d a n  und E. Wigner ;  im Erscheinen. 

�9 *** P. J o r d a n  und O. Kle in ,  ebenda 4,~, 751, 1927. 
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Der Gegenstand der vorliegenden Arbeit sell indessen noch nicht 
dieses allgemeine Weehselwirkungsproblem sein, sondern es wird bier 
vorl~ufig nur beabsichtigt, zun~chst im Falle des reinen elektromagnetischen 
Strahlungsfeldes ohne geladene Teilchen einem I~angel der in den ge- 
nannten Arbeiten erreiehten Formulierungen der Theorie abzuhelfen, der 
von deren Verfassern aueh stets betont wurde. In diesen Arbeiten wird 
namlich die Zeitkoordinate vor den Raumkoordinaten stets in elgentfim- 
lieher Weise ausgezeichnet, die Resultate sind nieht relativistiseh invariant. 
Dagegen sind die in der vorliegenden Arbeit zur Quantehmg des elektro- 
magnetisehen Feldes verwendeten Methoden r e l a t i v i s t i s c h  i n v a r i a n t .  

Zunachst wird in w 1 noch der Standpunkt angenommen, daft die 
elektromagnetischen Feldst~rken nach F o u r i e r  in polarisierte, mono- 

c.hromatisehe Partialwellen zerlegt werden und deren Amplituden als 
,q-Zahlen" gewisse Vertausehungsrelationen erfiillen. Es gelingt, diese 
Relationen so zu formulieren, dab kein Bezugssystem der speziellen 
Relativitatstheorie vet  einem anderen dutch diese ausgezeichnet ist, wahrend 
die Schwankungseigensehaften der Strahlungsenergie nach den erw~hnten 
frfiheren Ergebnissen zugloieh riehtig dureh die Theorie wiedergegeben 
werden. Dieser Standpunkt kann iedoeh dutch einen allgemeineren ersetzt 
werden*, bei welehem eine Fourierzerlegung des Feldes nieht exp]izite 
gebraucht wird und die Feldstarken selbst als Kontinuum yon q-ZaMen 
angesehen werden, die stetig yon den Raum-Zeitkoordinaten abhangen. 
Es mSgen solche Gesamtheiten yon q-Zahlen kurz a/s ,g-Funktionen" 
bezeichnet werden. In den w 2 his 4 des ersten Tefls dieser Arbelt wird 
dieser allgemeinere Standpunkt, stets under Wahrung der relativistisehen 
Invarlanz, durehgeffihrt. Es sei bier bemerkt, dal~ diese ]'3berlegungen 
sich auch auf ]Kateriewellen kr~ftefreier beweg~er Teilehen vollstandig 
fibertragen lassen and zu einer relativistiseh invarianten Quantelung 
dieser Wellen ffihren, falls man es mit gleichartigen Partikeln zu tun 
hat, die der Einstein-Bose-Statistik gehorchen. Da iedoch im anderen 
Falle :con Partikeln mit Fermistatistik die Quantelung der Materiewellen 
noeh nlcht v~llig gekl~rt ist**, sind wir hierauf in dieser Arbeit nieht 
n~her eingegangen. Von einer noeh ausstehenden allgemeinen relativistisch 
invarianten Quantentheorie der Wellefifelder, die einerseits aueh solehe 
elektromagnetisehen Felder in Betraeht zu ziehen haben wird, die dem 
Vorhandensein geladener Teilehen entspreehen, andererseits die Beein- 

* Vgl. auch P. Jordan,  ZS. f. Phys. 45, 766, 1927. 
** Anmerkung bei der Korrektur: VgL jedoch die oben erw{ihnte Arbeit yon 

Jordan und Wigner. 
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[lussung der Materlewellen durch die elektromagnetischen Welten wird 
in Reehnung stellen miissen, darf wohl erwartet werden, dal~ sie die bier 

aufgestellten Vertauschungsrelationen des freien elektromagnetischen 
Strahlungsfeldes sowie dieienigen der Materiewellen krgf~efreier Teilchen 
als spezielle Grenzfglle in sieh enthalten wird. 

Der zweite Teil dieser Arbeit beschg[tigt sich mit tier Frage, in 
we]char Weise die q-Funktionen als Operatoren, die auf gewisse ,Wahr-  

seheinlichkeitsamp]ituden" 10 angewandt werden, interpretierbar sind. 
In der gew~hnliehen Quantenmechanik geht man ia bekanntlich yon den 

Gleiehungen h 

P q - - q 2  - -  2 z i  
und dem Energiesatz 

H (2,  q) = .E, 

was zungebst Relationen zwisehen q-Zahlen sind, zu einer Di~erential- 

gleichung [fir die Funktion 10z (q) fiber, indem man p dureh den Operator 

h 0 
2 =~ ~)q' q dureh den Operator Multiplikation mit q ersetzt trod nun 

H(p,  q), als Operator gesebrieben, auf 10 anwendet: 

It  2 ~ i  0~ '  ~. 10E(~) = E 10~ (q). 

Im Falle eines harmonisehen 0szillators, wo 

1 /~ ~ m 2 
~z Oo, ~) = g ~  + ~ ( ~r Vo) ~ ~ 

gesetz~ werden kann, fiihrt die zugeh~rige Dif~erentialgleiehung fiir 10, 
wie S e h r S d i n g e r  gezeigt hat, auf die Eigenwerte 

E,~ ~ (n q-  1/2 ) ]~v o mit n ~ 0, 1, 2 , . . .  

wahrend die 10-Funktionen dutch die sogenannten Hermi t i sehen  P o l y -  

_ _2_~_2 m ~o q2 
home gegeben werden; ffir n ~ 0 ist speziell 10o(q) ~ C e h 

Dies hat nun eine Schwierigkeit zur Folge, wenn es sieh, wie bei 
den Eigensehwingungen der Hohlraumstrahhng, um u u e n d l i c h  v i e l e  
Oszillatoren (den unendlich vielen Freiheitsgraden der Strahlung ent- 
spreehend) handelt. Erstens w~rde die gesamte Energiedichte der 
Strahlung unendlich grol~ werden, well zu dieser (ira Grenz[alle eines 
sehr grol~en Hohlraumes) die Strab]ang mit einer Frequenz zwischen 
u und ~ q- dv selbst ~iir n = 0 den Beitrag 

8 ~ v  2 h v  
d ~  

c a 2 

11" 
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liefern wiirde. Zweitens wird selbst dann, wenn nur eine endliche Zahl 
yon Eigensehwingungen angeregt ist, das Produkt der unendlich vielen 
Eigensehwingungen ira allgemeinen nieht konvergieren, so da~ die 
$-Funktion der unendlich vielen Amplituden qk der Oszillatoren zunaehst 
keinen bestimmten Wert besitzt. 

Verschiedene Erwagungen scheinen uns dafiir zu spreehen, daft im 
Gegensatz zu den Eigensehwingungen im Kristallgitter (wo sowohl 

theoretisehe als auch empirische Grtiude ~iir das Vorhandensein einer 
Nullpunktsenergle sprechen) bei den Eigenschwingungen der Strahlung 
jener ,Nullpunktsenergie" h v / 2  pro Freiheitsgrad keine physikalische 
Realitat zukommt. Da man es namlich bei dieser mit streng harmonischen 
Oszillatoren zu tun hat und da jene ,,Nullpunktsstrahlung" weder ab- 
sorbiert noeh zerstreut oder reflektiert werden kann, scheint sie sich, 

e'inseh]ielllieh ihrer Energie oder Masse, jeder M(iglichkeit eines Naeh- 
weises zu entziehen. Es ist deshalb wohl die einfachere und befriedigendere 
Auffassung, daft beim elektromagnetischen Felde iene Nullpunktsstrahlung 
iiberhaupt nicht existiert. 

In dleser Verblndung ist es vielleicht yon Interesse, zu bemerken, 
da6 es mSglich ist, bei einem einzelnen harmonischen 0szillator diese 
Auffassung auch mathematisch zu formulieren. Fiihrt man niimlieh statt 
p und q die GrSflen 

~, 1 - i l / ~  q, - - 1  ) v o m 
2 t / ~ v  o m 

1 

q = 2V=-77;om~, + ~1 /~o , ,  ,~ 
ein, so folgt aus 

die Relation 

f e r n e r  w i r d  

7 ~  "2 ~ v o 

]t 

P q - - q P  - -  2 g i  

h 
Q - -  Q P = i ( ~  ~ - -  q ~ )  = - a - - ,  

2 .--~ p~ + ,5- (2 ~ vo) ~ ~/~ 

(1 >(1 ) 
h, v o 

+ ~ V o i ( p ~ - -  qp) == 2 ~ v o Q P  + 77-) " 
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Ftihrt man also eine neue Hamiltoniunktion 

H'(P ,  Q) _---- 2 ~ V o Q ~  = 
mit 

h 
P Q -  Q2  = 

ein, so kommt man auf die Eigenwerte 

E~ =-  nhVo 

ohne Nullpunktsenergie. Aueh ktinnen Eigenfunktionen yon tOE (Q) auf- 
gestellt werden, wobei allerdings die Variable Q eine komplexe Griil~e 
ist. Vielleieht ist zu hoffen, dal~ auf diesem Wege die mit der Nullpunkts- 
strahlung zusammenhi4ngenden Konvergenzsehwierigkeiten bei unendlieh 
vielen Oszillatoren einmal iiberwunden werden ktinnen. 

Im zweiten Teile dieser vorliegenden Arbeit sollte iedoch eine 
Methode augegeben werden, wie tO-Funktionen des Feldes und Operationen 
mit diesen deiiniert werden kiinnen, die mit vorgegebenen Relationen 
zwischen q-Funktionen im Einklang sind, ohne da~ eine explizite Ver- 
wendung der Fourierzerlegung des Feldes benii~igt wird. Leider ist es 
uns nicht gelungen, aueh unter dieser Bedingung eine der obigen Be- 
trachtung beim Einzetoszillator analoge Elimination der Nullpunktsenergie 
in befried'~gender Weise durchzufiihren. Es sind daher die Ausfiihrungen 
des zweiten Teiles dieser Arbeit noch in hohem Grade verbesserungs- 
und erganzungsbediirltig und haben hier mehr im Hinblick auf die 
a]]gemeinen mathematisehen Methoden, die dort verwendet werden, Platz 
gefunden, als im Hinbliek auf spezielle, dort angegebene Relationen. 

I. Me thode  der  q - F u n k t i o n e n  und q-Zahlen.  

w 1. F o u r i e r z e r l e g u n g  des Fe ldes ,  r e l a ~ i v i s t i s c h  i n v a r i a n t e  
V e r t a u s e h u n g s r e l a t i o n e n  fiir die  A m p l i t u d e n  der  E i g e n s e h w i n -  
gungen.  Wir denken uns das elektromagnetische Strahlungsfeld in 
ebene monoehromatisehe Partialwellen zerlegt; und zwar denken wir an 
fortschreitende Wellen, erfiil]en also keine besonderen Grenzbedingungen, 
die etwa undurchlassigen Hohlraumwanden entspraehen. Dagegen ist es 
zweckm~ig, start Fourierintegrale zunaehst Fourierreihen zu verwenden. 
Es sei ~s der Ausbreitungsvektor einer ebenen Partialwelle (Vektor in 
Richtung der Wellennormale yore Betrag der Wellenzahl), l~s[ = k s sein 
absoluter Betrag, v~ die Sehwingungszahl, so dal~ gilt 

Us ~s ~ 
k. : - ,  ~2 --=-- c-~. (1) e 
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Der Index s soil nur die verschiedenen Eigenfrequenzen unterscheiden. 
Zunachst mSgen nun die in der Fourierzerlegung des Feldes au~tretenden 
Ausbreitungsvektoren ~s mit einer Dichtigkeit im (fx, ~,j, fz) -Raum 
(kurz ,~-Raum") verteilt sein, die den Eigensehwingungen eines wiidel- 
fiirmigen Hohlraumes der Kante L (Vohmen L 8) entsprieht. Das hei~t, 
wir nehmen an, da~ das mittlere Volumen einer Zelle des ~-Raumes, auf 
die (yon dem noch zu besprechenden Polarisationsfaktor abgesehen) eine 
Partialwelle der Fourierreihe enffifllt, gleich ist 

1 
n k ~  n k ~  n k .  : L- ~ �9 (2) 

Die Feldstarken ~ und ~ setzen sich nun zusammen aus den Feldstarken 
~s und YP8 einer einzelnen Eigenschwingung, die aus einer mono- 
chromatischen Welle besteht: 

8 8 
~nn haben wir noch zu beriicksichtigen, da~ zu iedem fs zwei  unab- 
hangige linear polarisierte Wellen mfglieh sind, deren Sehwingungs- 
riehtungen auf ~s senkreeht stehen. Um dies formelmai]ig darzustellen, 
fiihren wir ftir jedes s ein orthogona]es Koordinatensystem (~, ~, ~)s ein, 
dessen ~-Achse parallel zu ~: ist, und es seien e(~ ), (s) (s) %, eC Einheits- 
vektoren in den Richtungen ~, ~, ~. Die Amplituden a~ 1) der elektrisehen 
FeldstKrke der einen linear polarisierten Eigensehwingung (mit Index 1 
bezeiehnet) sei parallel zur ~-Aehse, die der anderen (mit Index 2 be- 
zeichnet) parallel zur y- Achse. 

ersichtlichen Grtmde den Faktor 

sehreiben : 

V ~s {(e~>a~l) ~_ 

f .(S) h(1) 

Z ~  

[ (s) z.(~) 

Der Faktor 

Wenn wir noch aus einem sogleich 

i 'Ps ~ hervorziehen, kSnnen wir also 

( s ) .  (~)~ e~ ,~  : cos  2 ~ [ ( ~ . )  - -  1~ [ ~ t] 

' ,,(8) ~(~)'~ -[- % ~,, ] sin 2 ~ [(~, r )  - -  [ ~* I c t]}, 
(a) 

. .  - r .~ , cos 2 ~ [(~ o - I k~ [ct] 

.(8) ~(:))'~ - ~ . ,  j s in  2 ~ [ ( ~ )  - Ik~l ~ t ] } ,  

V- Vs ~ in (3) ist so gew~,hlt, dal~ die ganze Hohlraumenergie 
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soweit sie yon einer einzigen, l inear polarisierten Partiulwelle herriihrt, 

gleich wird 
us (as @ b~), (4) 

w o r n  Itir as and bs entweder a~ 1), b~ x) oder a~ 2), b~2)einzusetzen ist. 
(Die Feldstarken sind hierin in I - I e av i s i de sehen  Einheiten gemessen.) 

Da die Energie Es (abgesehen yon der Nullpunktsenergie) ein Multi- 
plum yon hvs seii1 mug, das heil3t also 

1 $ (as + b~) 
(jedenfalls bis auf eine additive Koi1stante) die charakteristischei1 Werte  

Ns ~ 0, 1, 2, . . .  haben mu~, ist es naheliegei1d, zu setzen: 

a(1) h(i) h (1) a(1) ----- a("-) 7~ (2) h(~) (~) (I) 
s - s  - - - s  s s v s  - - v s  a s  = i h ,  

wobei I1attirlich as und bs, far  s ~ s', ebenso wie verschiedene as oder 
verschiedene bs untereinander vertauschbar sind. Ferner  scheint es aueh 
naturgemal], die Vertauschbarkeit  d e r  zu versehiedenen 2olarisations- 
richtungen geh(irigen Ampli tuden anzunehmen: 

a~ 1) a~ ~) --as(~)~s ~ -~- O ,  b~ 1) b~ ~) - -  b~ 2) b~ 1, = O, ] 

a~l) ~,h(2) __  o$'(2) as (~) ~ 0, US-(2) US~(1) - -  ~Sh(1) u'S a(9) ~ 0, / (It) 

Es ist leich~ zu sehei1, daI~ die Vertauschungsrelationen (Abkiirzung: 
(s) unab- ,,V.-R.") (I) und (I ')  yon der Wahl  der Einheitsvektoren e~ s), % 

b~ngig sind, wei1n diese nur senkrecht aufeinander und aui is stehen. 
~hnlieh ist die Invariai1z yon (I) und (I') bei einer Anderung des Null- 
punktes des Koordinatensystems zu erweisei1, der bei der Fourier- 
zerlegung (3) des Feldes zui1achst ausgezeiehnet war. Bei eii1er ~i1derung 

dieses Nullpunktes transformieren sich n~mlich die a s und b s ~tir iede 
Polarisationsrichtung Hnear und orthogonal gemal3 

a'~ = a~ cos ~s + bs sin ~s, 

b; = - -  a~ sin ~s + b.~ cos ~,, 

und hierfiir gilt in der Tat:  

a'sb' s -  b'sa; = asb  s - -  b s a  s. (5) 

Wenn man welter beachtet, dal~ es nieht auf die geilauen Werte  
der ts, sondern n u r ' a u f  ihre Diehtigkeit  (2) im t-Raum ankommt, ist 
ferner mit Rtieksieht auf (1) leieht zu sehen, dug die V.-R. (I) die For- 
derung de1: r e l a t i v i s t i s e h e n  I n v a r i a n z  erftillen. 

Dies wird aueh besonders deutlieh, wenn man den G r e n z i i b e r g a n g  
voi1 F o u r i e r r e i h e n  z u m F o u r i e r i n t e o ' r a ]  durchfiihrt. E s w i r d d a n n  
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fiir ~ede Polarisationsrichtung [wir lassen den Index (1) oder (2) der 
Einfachheit halber fort] 

1 I " ~ a ' - -  - ~ a ~ d k x z t k y d k  ~ -)- AU(k~, ky, k z ) d k ~ d k y d k  z 
s $ L 3  - -  s 

1 
und analog tfir ~ bs/38. Ferner ergibt sich bei Definition yon 

$ 

E (k~, ky, k~) ----- E if) gema~ 

$ 

~ v if) [A S (~) § ~ E (~) ~ (~)]. (6) 

Wir berechnen weiter, indem wit einerseits fiber alle Eigensehwlngungen 
mitfs in einem gewissen Gebiet $~I (~) des f-Raumes, andererseifs fiber 
die]enigen mitfs in einem anderen Gebiet ~2 (~) summieren und mit $~1 ~ ([) 
den Vo]umeninhalt des t21 und $~ geme insamen  Gebietes im f-Raum 
bezeichnen : 

1 1 (  ) 

Denn es ergibt sieh zun~ehst der Wert der linken Seite Ms gleieh der 
Anzahl der in belden Summen gemelnsamen Eigensehwingungen dividlert; 
dureh L ~, was aber gem~l~ (2) mit ~1 ~ (f) ~ibereinstimmt. Andererseits 
werden die auf der linken Seite auftretenden Summen in der Grenze den 
entsprechenden mit A (~) und B (~) gebiideten Integralen gleieh, so datl 
wir sehreiben kSnnen: 

A (~) d k ~ d k y d k z ~ B  (f) dkxdkvdk ,  z 
521 .o. 2 

- -  [B(~)dkxdkyd]~z~A(~)dkzdkyd] i "  z = i]t~12 (7) 
~ 2  "91 

oder mit Hilfe der im folgenden Paragraphen n~her betrachteten D irac-  
schen /~-Funktion 

A q) B (~') - -  B (~') A if) : i h ~ (~ --. f'). (8) 

Wichtiger als der Grenzfibergang yon Fourierreihe zu Fourier- 
integral ist der Verzicht auf die Fourierzerlegung des Feldes iiberhaupt 
uad dessen direkte Au~fassung als Kontinuum yon q-Zahlen (,, q-Funktionen"). 
ttierzu ist es n~itig, eine neue, relativistisch invariante (~-Funktion zu 
definieren~ was im folgenden Paragraphen geschehen wird. 
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w 2. D e f i n i t i o n u n d B e d e u t u n g  der r e l a t i v i s t i s c h i n v a r i a a t e n  
d - F u a k t i o n .  Die gew(~hnliche Diracsehe/~-Funktion einer Variablen x 
ist dutch die Gleichung deiiniert: 

b 

I { l ' w e n n ( a ' b )  denNul lpunktenthal t ' l  
~(x)dx ~ 0 sonst. (9) 

a 

E s  gilt dann auch 
b 

I f ( x ) ~ ( x ) d x  = { f(0), wenn (a, b) den Nullpunkt enth~lt, I (10) 
0 sons~. } 

a 

Die ,Funktion" ~(x) kann au[gefa~t werden als Abk i i r zung  [tir 
eine F o l g e  von Funktionen /~l(x), ~ ( x ) . . .  /~v(X).. . ,  fiir welche der 

b 

Jim ~ ~N(x)dx existiert und den oben angegebenen Wert hat. Ebenso 

soll dann 
b b 

]f(x)~ (x) dx b e d e u t e n  lim ~f(x)(~.(x)dx. 
a N - - - - ~ o  a 

Als eine solche Folge yon Funktionen kann z. B. genommen werden: 
N 

~,(x)  - -  sin2~NX~x - -  2 j" cos 2gkxdk ,  (11) 

o 

da dann 
b b ~  

a a ~  

0, wenn a ~  0, b ~  0 

Natiirlieh ist (11) aber nieht die einzig m~igliehe Foige 6~-(x), die (10) 
im lira befriedigt. 

N---~  

Wir werden nun im folgenden Paragraphen einer bestimmten Funk- 
tionenfolge ,fin (x, y, z, t) begegnen, und zwar ist sie gegeben durch 

i i 
N 'uge l  

Wesentlieh darin ist die Bindung des Koeffizienten yon t m i t  denen yon 
x, y, z, welehe besagt, dal~ alle Partialwellen, aus denen sieh (12)zu- 
sammensetzt, mit der Gesehwindigkeit e fo~sehreiten.. Ax(x, y, z, t) ist 
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tibrigens bei lestem Rullpunkt des Koordinatensystems relativistisch in- 
variant, denn wie man leicht naehrechnet, ist Ifir den Fall, daI~ 

die Komponenten eines Vierervekiors der L~nge Null bilden, 

1 
~f~ dk~dkydk~ 

eine Invariante gegenfiber Lorentztransformationen. 
Wir wollen nun die Folge ally ( . . . )  charakterisieren als z/-Funktion, 

d. h. durch den 

f (x, y, z, t) z l~  ( x . . .  t) d V v lira 
i V - - ~  ~ V~ 

worin fiber irgend ein vierdimensionales Weltgebiet integriert wird und 

d V  4 ~ d x d y d z c d t  

gesetzt ist. Wir werden diesen lira wieder symbolisch schreiben 

] f (x, y, z, t)z/(x,  y, z, t) d F~ 

und solche Folgen A~x-, ffir welche ffir alle f dieser lira tibereinstimmt, 
als nieht wesentlich verschieden betraehten, unabhfingig davon, ob z/~T 
gerade die spezielle Gestalt (12) hat. 

Nun bietet es gar keine Schwierigkeit, ffir diese spezielle Gestalt 
yon J~v den fraglichen lira auszureehnen. Zun~chst ist alas Integral in 
(12) auszuwerten. Einiiihrung yon Polarkoordina~en im f-Raum mit 
mit ~ ( r ,  ~) = ~, cosff---- u 

ergibt 
X + 1  

0 - - 1  

(,' = + + + 

t l lc~176 = "2 , .  

o 

oder endlich 

J2v(a . . . .  t) = 1 [ s i n 2 : z N ( r + c t )  s i n 2 ~ N ( r - - c t ! ]  (12') 

(Beachte, daI3 das negative Vorzeichen in der Klammer bewirkt, dab J~v 
fiir t ~ O, r ~--- 0 endlich bleibt!) 
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In vollkommener Analogie zu den Eigensehaften der Funktion ~-(x)  

vom BeginndiesesParagraphenkiJnnenwirjetztauchden lim ~f(...).dccdV~ 
N---~ oo 

angeben. Sei V~ das Integrationsgebiet, Iz~ dessen dreidimensionaler 
Schnitt mit dem ,,Lichtkegel" r q - c t  ~ O, V[  der Schnitt mit dem 
Lichtkegel r -  c t -~- O, so wird 

.f f ( x . . . t ) / _ _ l ( x . . . t ) d V t  ~-  f f (x ,  y, z, ct = - - r )  r 1 d x d y d z  

l ~4 V~ 

t 1 - -  f (x ,  y, z, ct = r ) - - d x d y d z .  (II) 
r 

Und diese Gleiehung ist ietzt als Definition der relativistisch invarianten 

(beaehte Invarianz yon d x ? d z ) - -  d-Funktion anzusehen, unabh~ngig yon 

ihrer s p e z i e l l e n  Realisierung (lurch die Folge (12). Setzt man in (I[) 

f f 1, so erhalt man den Wert yon z/dV~: 
V4 

f i .t A d V~ = - ' - ( I I ' )  
r r 

Anschaulich kiinnen wit auf Grund yon (12') sagen: Die hier eingefiihrte 
J -Funkt ion  ist eine raumlich isotrope, im lira auf eine unendliche dtinne 
Schale r -~- ct konzentrierte Kugelschalenwelle, die sich erst mit Lieht- 
gesehwindigkeit zusammenzieht, tun fiir t ~ 0 im Rullpunkt r ~ 0 ein- 
zutreffen und sich dann wieder mit Lichtgeschwindigkeit expandiert. Es 
ist iibrigens 

z / ( - -  x ,  - -  y ,  - -  z ,  - -  t )  ~ - -  d (x ,  y ,  z ,  t ) .  ( 1 3 )  

Es bleibt noeh zu bemerken, dal~ die Ab]eitungen der J-Funkt ion 
durch den lira 

Ox~ f--Ox~.dV4 = lim - -  0~i  
~r  v ~  , N - - > -  a ~  

"V~ Vi 

a f ~ d x d y d z  O f  d x d y d z  

v~ vg 
definlert sind, wobei vorausgesetz~ wird, dal~ f am Rande des Integrations- 
gebietes verschwinde~. Analog sind die h~iheren partiellen Ableitungen 
zn definieren. Zu bemerken ist noch, dal] irn Sinne dieser Definition gilt 

a = l O X ~  ~ O. (14) 
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w  V.-R. fiir die als  q - F u n k t i o n e n  b e t r a c h t e t e n  e l e k t r o -  
m a g n e t i s c h e n  F e l d s t i i r k e n  m i t  E l i m i n a t i o n  d e r  F o u r i e r -  
ze r l egung .  Wir wollen nun die Werte der Vertauschnngen irgend- 
welcher Komponenten der elektromagnetischen Feldstarken an zwei ver- 
schiedenen Raum-Zeltpunkten unter Wahrlmg der relativistischen Invarianz 
zu charakterisieren versuchen, ohne im Endergebnis die Fourierzerlegung 
des Feldes explizite heranzuziehen. Es handelt sich also um die Er- 
mittlung der Ausdriieke 

~ (-P) �9 (P') -- ~k (P') ~ (P), 
worin P mid P '  Ahkiirzungen fiir die vier Koordinaten x, y, z, t yon P 
und  x', y', z', t' yon /)' sein sollen und wo i, k ---- 1, 2, 3 Indizes sind, 
we]ehe die Komponenten in der x, y, z-Riehtung kennzeiehnen. Wir 
werden fiir die angegebenen Ausdrticke auch die eckigen Klammersymbole 

[~ (P), ~ (P')], [~ (~), �9 (P')], [~ (i.), �9 (P33 
verwenden. 

Wir wollen bei unserer Bereehnmig yon den Ausdriicken (3) fiir die 
Feldstarken ausgehen: 

~s 1/ Vs a~ 1) e,/a7 )) cos 2 ]fs]C t] 

+ (~b~ ~) ~ b (~)' r,I ~t]}. 

Fiir as(l), b~X)und -s'~(2), b~2) gelten einzeln die Gleichungen (i), wahrend 
~(~) (u) mit h (a) a(8 ~) mit ,s  , as ~s gemal} (I') vertauschbar sind. 

Wir miissen nun Relationen der Form 

(e$)i (e~s)k + (e,)i (e~)k : ~tk - -  (e~)i (er 
(i, k =  x ,y ,  z; ~ : 0 [ t i r i  ~ k, 1 [fir i : k) 

(~)~ 
(e~)~ (e,)~, - (e,)~, (eO~ = (eO~ - -  [ L I 

(i, k, 1 gerade Permutation yon 1, 2, 3) 

benutzen, in denen iibrigens berticksichtigt wurde, da~ die ~-Aehse parallel 
zu (~) ist. Setzen wir also bei angegebener Bedeutung der Indizes 

(15) / 
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ferner 

(2~) = 2 ~ [q~0 - [~ j ct], (2~') = 2 ~ [(~') - [ ~ I cQ, 
so erhalten wi t  gemal~ (I) 

1 
[~  (2) ,  ~k (2')] = [�9 (2), �9 (2')] _-- i h c L ~  ~ I f~ I ~k  "(~) Lreos (2,) sin (2'~) 

"h 1 - sin ( ~ )  co~ (2~')] = - ,  c Z ~  ~ ~ ~(~) ~i~ (2~' - 2,),  
s i k  

ebenso 

�9 1 s~_~2  ~(8) s in(Ps '__2~ ) [~(2) ,  �9 (2')] = - - [ � 9  (--.~ (2')] = , h c z ~  e ~  

[also speziell ~i (2 )  mit  ~i  (P,) vertausehbar]. 

Wir  ersetzen nun gemal~ (2) ~ ( . . . )  dureh ( . . . )  d k ~ d k y d k z ,  

wollen aber zuerst tiber eine Kugel mit  dem Radius N" im ~-Raum inte- 

grieren und erst dann zur Grenze _~ ~ ~ fibergehen. Ferner benutzen 
wir, dal~ bei Bildtmg der zweiten Ableitung yon sin (2s' - -  2 , )  naeh den 
Raumkoordinaten x~ und x~ yon 2 oder 2 '  der Faktor  - - 4  ~ ~i ~k, b d  

derienigen nach xa und c t d e r  Faktor  A- 4~t=]~]~t vor diesen sin ( . . . )  tritt .  
Auf diese Weise lassen sieh die Faktoren ~(s) and 8r durch geeignete 

i k  r - i k  

Kombinatlonen solcher zweiter Ableitnngen ersetzen and man erhiilt 

- -  s=~ j j .1  ~ o ~ 7 ~  ~~7~a~) ~n(2'-2)~e~a~'~k~ 
[ ~  (2), �9 (~)')] _= - [ ~  (2), ~ (2')] 

- - -  sin ( P ' - -  2)~ dk~ dky dk  z. 
8 ~t ~ c d t  O x~ 

Hierin kiSnnen Differentiation and Integrat ion vertauseht werden und 
das Integral  vor der Differentiation gibt gerade die ~n (12) stehende 
Funktion A~-, in welehe die Argumente x ' - - x , . . ,  t ' - - t  einzusetzen 
sind. Bezeiehnen wir A ( x ' - -  x, . . .  t ' - -  t) mit  A ( 2 '  - -  P )  und gehen 
wir zum lira N - >  ~ fiber, so kommt also endgiiltig 

[~  (2), ~k (2')] = [�9 (2), �9 (23] 
~hc( O ~ O ~ ) 

- -  S ~'~ a x~ O z~ - -  a ~  ~ d (P' - -  2), ( I I I )  

i hc a ~ 
[ ~  (2),  �9 (2 ' ) ]  = - -  [�9 (2),  (~ (2 ' ) ]  _ 8 =~ e at  d x~ , ~ ( 2 '  - -  2 )  

(i, k ~ 1, 2, 3; in der zweiten Gleichung far i ----- k reehte Seite Null, 
ffir i =r k ist i, k, 1 gerade Permutation von l, 2, 3). 
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Es sei ~erner dara~ erinnert, dat] gem~l~ (13) gilt 

A (-P - -  2 ' )  : - -  A (P'  - -  P). (13') 
Mit 

(F,1, F,~, F ~ )  : i~,  ( ~ ,  ~ 1 ,  F ~ )  : �9 
(Xl, X2, X3, X,) : (X, y, Z, i C t) 

kann (III) in die einzige, vierdimensionul invurian~e Form zuszmmen- 
geful~t werden: 

i h c  [~'~.~ (P), F~m (i ~ - -  8 ~ A . . ,  ~m ( P '  - -  ~), (Ili3 
worin z/ik, t~ eine Abkiirzung ist ftir 

0~ 0 ~ 0~ 02 

Beim Vergleich yon (Ill) und (HI') is~ die in Gleiehung (14) des vorigen 
Paragraphen zum Ausdruek gebruchte Eigenschuft 

3~ 
heranzuziehen. 

w E i n f a e h e F o l g e r u n g e n  aus denV.-R.  Iiir d i e F e l d s t ~ r k e n .  
iTber die S t e l l u n g  der  Q u a ~ t e n e l e k t r o d y n a m i k  zu den Max- 
w e l l s c h e n  G le i chungen .  Die q-Funktionen, die nueh der hier zugrunde 
gelegten Form der Quuntenelekflrodynamik die Feldst~rken durstellen, 
sind nicht b e l i e b i g e  Funktionen von Ruum und Zeit~ sondern solche, 
(lie den Maxwellschea VukuumIeldgleichungen 

0~;.k 0Fkj + 0 ~  i /  
Ox~ + Ox~ Ox~ - -  ' (Iv) 

0~'~ 
Oxa = 

geniigen. Dies ist bereits in unserem Ausgangspunkt, der Zerlegung des 
Feldes in transversale Purtiulwellen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit 
ausbreiten, enthulten. Hierbei ist die Ladungs- und Stromdichte iiberull 
als verschwindend angenommen worden. Dem liegt die Voraussetztmg 
zugrunde, dull die Betrachtung dieses Sonderfulles eine mit den Gese~zen 
der Quan~enelektro~ynumik ver~r~gl~che Abs~ruk~ion seL Inwiewei~ dies 
zutrifft, wird erst durch die Auistellung einer al]gemeineren, des Verhalten 
geladener Teilchen mi~berficksiehtigenden Quantenelektrodynamik beurteilt 
werden ktinnen. Liil]t man abet diese Voraussetzung zu, so kann man 
sagen, dull die klussisehen Feldgleichungen (IV) auch in die Quanten- 
elektrodynumik explizi~e eingehen, und zwar als N e h e n b e d i n g u n g e n ,  
die den q - F u n k t i o n e n  der  F e l d s t i i r k e n  aufe r leg~  werden.  
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Damit die V.-R. (HI) mit den Feldgleichungen (IV) vertr~glich sind, 
miissen die linken Seiten der Gleiehungen (16) verm~ige (HI') mit irgend 

Dafur, da~ dies in einer Feldst~rkenkomponente 2'zm vertausehbar sein. "~ 
der Tat der Fall ist, verbiirgt uns bereits die Ableitung der V.-R. (III') 
aus deneu der Fourierzerlegung des Feldes. Man kann es aber leicht 
dureh direkte Reohnung best~tigen. Besonders einfach ist die Betrachtung, 

o 
was die zweiten Gleiehungen (IV) betrlf~, denn die Operation ~ 

angewandt au[ die rechte Seite yon (HI') gibt bei beliebigem festem l, m 

\ G X m 0 X l 

und dies ist vermOge (14) identisch Null. In analoger Weise, nur e~was 
langer, verl~uft die Rechnung, was die ersten Gleiehungen (IV) betrifft. 
Raseher kommt man zum Ziel, wenn man den zu/~ik dualen Tensor F ~  
einfiihrt, dessen Komponenten gegeben sind dureh 

(F~,, ~ * ,  Ft , )  --~ - - i  ~, (F* ,  F : , ,  F: , )  z - - � 9  

mit d'essen Hilie die ersten Gleichungen (IV) bekanntlieh auch geschrieben 
werden kiinnen 

oF/~ 
~ _-- o. (~v') 

Der Ubergang zum dualen Tensor bedeatet nun, dal] man i ~ dutch - -  ~, 
also ~ dureh i$~, and ~ dureh - - i ~  erse~zt. Wie man aus (HI)u-n- 
mittelbar erkennf, Andern hierbel die Werte a]ler Klammerausdriicke ein- 
faeh ihr Vorzeichen. Also gilt aueh 

i h c  

woraus die Vertauschbarkeit yon (IV') mit ~'lm ebenso folgt, wie aus (HI') 
O F ~  

die Vertausehbarkeit yon __  ~ ~ mit Fzm. 

Da ferner auf Grund yon (III) leicht zu verifizieren ist, da~ gilt 

[f,~ (i,), f~*~ (P')] _~ - -  [F*k (P), ~ (~")], [f,~ (~), F~*~ (P')] : 0, (17) 

Iolgt welter in Verbindung mit (HI") flit die Tensoren 

[E~ (P), ~ (~')] ~ O, [~5 (P), ~f~ (P')] ~ O, (1$ b) 
[E,~ (e), ~*~ (~')] = 2 [ ~  (~), ~ (~)] + 2 [~*~ (~), ~ (e')], 

[E& (~), E ~  (2')] = 2 [ ~  (~), ~ ,  (~')] - -  2 [~5 (~), ~ (~ % 
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Die Relationen (18b) sind deshalb besonders bemerkenswert, well 
sie bedeuten, dal~ es erlaubt ist, ftir die q-Funktionen Elk (P) allein [oder 
fiir die Funktionen E*k (P) allein] bei speziellen Anwendungen gewiihn- 
liehe Funktionen (,,c-Funktionen") zu substituieren, da ihre Werte an 
verschiedenen Ranm-Zeitpunkten stets vertausehbar sind. Funktionen 
mit ~ihn]iehen Eigensehaften erhalt man aueh, wenn man die Feldsti~rken 
Fik(P)  in bezug auf einen beliebig zu wahlenden Nullpunkt spiegelt: 

1 [Fi~(2~) + F~k(-- P)J,F(k(P) = PA (2) = ~ ~ [F~ (P) -- F~ (-- p)], 

so da~ gilt 

2~& (~0) = FA (--  P), F~-~ (2~) _-- - -  F/~ (--  p).  

Man erhalt leieht 
ihc  1 

[F~i (p), Fz;~ (i,')] _ s~  ~ 4 [~k~,~ (~o, _ 2 )  + 3 i k ~  (P' + 2 )  

+ z h k ~  (--  -P' - - / ) )  + z h k ~  (--  P '  + / ) ) ] . ,  

Da fiir zJikl~ die zu (13') analoge Symmetrieeigenschaft 

,Jiklm (P'  - -  P )  ~ - -  z~iklm ( - -  P '  + AD), 

Zlik~,n (P' + P) = -- ,-4ik~ (-- P' -- i )) 

besteht, heben slch die beiden mittleren Terme sowie der erste and letzte 
Term der Klammer gegeneinander wet  und die rechte Seite verschwindet. 
Analoges finder man auch fiir [Fi-k (P), FlTn (P')], so dal~ gilt 

[Fii(P),  Fz+m(P')] : [T'ii(P), Ftm(P')] : 0. (19a) 

Dagegen folgt leieht auf demselben Wege 

ihc  
[F~ (P), N ;  (P')] - -  16 ~" [zl~. l~ ( P ' - -  P )  + z/ik, l,, ( P ' +  P)], (19 b) 

ihc  
[N? (P), F~+~ (~')] - -  16 ~ [A~, ~ (~ ' - -  -~) - -  zh~, ~ ( ~ ' +  ~)]. (19 e) 

Die Vertausehbarkeit der linken Seiten der Maxwellsehen Giei- 
chungen mit allen Feldst~rkekomponenten kann in Anwendung auf die 
letzeren Gleiehungen aueh so formuliert werden: Bei  f e s t em l, m u n d  
in' s ind die r e e h t e n  Se i t en  yon (19b), fiir :F~(P)  e i n g e s e t z t ,  
L~ sunge n  der  M a x w e l l s c h e n  G l e i e h u n g e n  (IV), das se lbe  g i l t  aueh ,  
wenn die r e eh t e  Se i te  yon (19b) bei f es temi ,  kundPf~r:F~;n(P')  
e i n g e s e t z t  wird.  Strenger ist start yon LSsungen der MaxwelIsehen 
Gleichungen wegen der Benutzung der z~-Funktion stets yon singul~ren 
GrenzNllen soleher L~sungen zu spreehen. 



Zur Quantenelektrodynamik ladungsfreier Felder. 167 

Die letztere Eigenschaft der Relationen (19) werden wir  spater 
benutzen. Hier  sei noch bemerkt,  dal~ fiir die Viererpotentiale keine 

einfach tormulierbaren relativistiseh invarianten V.-R. bestehen, bei denen 
nur die z/-Funktion und ihre Ableitungen verwendet werden. 

II .  M e t h o d e  d e r  F u n k t i o n a l e  u n d  F u n k t i o n a l o p e r a t o r e n .  

w 1. E i n d i m e n s i o n a l e s  K o n t i n u u m ,  u n r e l a t i v i s t i s c h  be-  
h a n d el l .  Wir  betrachten stehende longitudinale Schwingungen in einem 
eindimensionalen Kontinuum mit  dan Grenzbedingungen 

q(x)- - - -  0 fiir x = 0 und x ~  1. 

W i t  kSnnen dann setzen 

1 ~ . x ] 
--]/8=o s S ,  ganz; / 

analog fiir den , Impuls"  [ (20) 
1 

Die kiassischen Bewegungsgleiehungen seien 

ids ----- - -  2ztvsqs,  qs ~ 2~vsPs ,  vs ~ cks 

uad die Gesamtenergie 

---- ~ ~ {p2 + (2 ~ v~) ~ q~} = ~ ~,O ~ / ]  
8 

Quantenmechaniseh treten zu (18) die V.-R. 

Psqs ' - -qs '~s  ~ 2~ i '  wenn s = (22) 

[ 0, w e n n s : C : s ' ,  / 

hinzu. Diese sind, wle aus einer einfaehen Rechnung ~olgt*, ~quivalent mit  

h 
p ( x ) q ( x ' ) ~ q ( x ' ) p ( x )  = ~ - ~ i 6 ( x - - x ' ) [ x , x '  in (O, 1)], (23) 

worin 6 die D i r a c s c h e  Funktion (vgl. I, w 2) bedeutet. 
Bekanntlich kann nun (22) bei Einfiihrung einer Schr~dingerfunktion 

~P (q~...  q~.. .)  

der unendlieh vielen Variablen q l ' "  qs . . .  aueh als Operatorgleiehung 
gedeutet warden, wenn man 

q~ (lurch den Operator Multiplikation mit  qs, 
h O 

/os . . . .  Differentiation 2 g---i 0 q---~ ' 

* Vgl. z. B. P. Jo rdan  und O. Kle in ,  ZS. f. Phys. 45i 751, 1927. 
Zeitschrif t  f l i t  Physik.  Bd. 47. 12 
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ersetzt. Es beruht dies auf der Identitat 

0 0V 
Oa~ (a~V) - -  a~3~ - ~  ~,. 

Der Energiesatz fiihrt dann naeh (21) a uf die Differentlalgleichung 

- -  ,~)~] ~ + ~- (2 ~ v3 ~ = .E V- (24) 

Die LSsung dieser Gleiehung ist bei unendlieh vielen Yariablen allerdings 
hvs 

nicht konvergent, was mit der endlichen Nullpunktsenergie T pro 

Eigensehwingung zusammenh~ngt. Diese noch ganz ungelSste Schwierigkeit 

wurde in der Einleitung ausfiihrlieh besproehen. 
Hiervon abgesehen, drangt sich aber die folgende Frageste]lung 

auf. Was ist das Analogon zur 0peratordarstellung von (22) und zur 
Gleiehung (24), wenn wit start yon den abzahlbar unendlich vie]en 
Variablen q t ' "  qs.-.  you der Funktion q (x), also einem Kontinuum yon 
unabhangig zu variierenden Variablen ausgehen? Die Antwort darauf 
kann mit Hilfe der u  ] t e r r a sehen Funktionalmathematlk gegeben werden. 

Ein Funktional 
(q (x)} 

ist die Zuordnung einer Zah l  zu einer Funktion q (x). Ein solches heil]t 
im Punkt P differenzierbar, wena folgender Grenzwert unabhangig yon 
seiner speziellen Durchfiihrung stets existiert: Man bilde eine variierte 
Funktion q (x)-~ q (x) und ]asse das Intervall, in welchem q (x) von 0 

verschieden ist, sieh auf den Punkt x o ~ P zusammenziehen, w~hrend 
aueh ~ ~ (x)dx nach Null konvergiert. Dann heifit g]eichzeitig 

y_rq (~); p = l im-~ { q (x) + ~ (x) } - -  ~ {q (x) } 

Mit Hilfe der 6-Funktion kann man dies aueh sehreiben 

1 
~Fq (~); p ---- lira z p ) - ~ [ ~ I X { q ( x ) + o ~ ( x ) } - - ~ F { q ( x ) } ] .  (25) 

~ (~p,) -~ ~(~p,- 

Die gewShnliehe Regel fiir Differentiation yon Summe und Produkt bleibt 
bestehen. Analog ist die zwelte Ableitung definier~ dureh 

~q(~),~(~);~ = lira 1--[~(~);Mq(x)+~(x)}--~q(~);.(q(x)} ]. (25.) 
a - ~ O  (Z 

(x) ..-> ~ (z -- xp1) 

Ein spezieller Fall hiervon ist die zweite Ableitung fiir P~ ~ P, die 
wir durch den Index q (x), q (x); P P  bezeichnen werden. 
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Wir werden nun fiir I0 (x) und q (x) Funktionaloperatoren suchen, 

das heil]t Zuordnungen neuer Funktionale ~tr und ~F zu ~ .  Diese kSnnen 

durch die Formeln 

dx). (x)} {q (x)}, 
J 

J 
beschrieben werden, in denen links fiber Bin beliebig vorgegebenes 
Intervall J ,con x zu integrieren ist und die Abhangigkeit der Funktionale 
~r und ~/r yon diesem Intervall dutch den beigeffigten Index J zum Aus- 

druck gebracht ist. Diese Zuordnung mull nun speziell so gewahlt werden, 
dab die als Operatorgleichnng aufgefaSte Relation (23) erfiillt ist. Es 

ist klar, dal] 
Z2 

x~ It 

\ggl - - - - I  �9 1 (2(~) 

q (x) a x . ~ { q (~) } = ~ { q (~)}. q (x) d 

dieser Bedingung genfigen. 
Der Energiesatz (21) ergibt ferner die funktionel]e Integrodifferential- 

gleiehung 

,, ( c) q "~ 
f (--)(~----~)~fl'q(:~),q(z);ppdx2-3 t- c If ) ] ' t f f : E ' F \ ~ - - x  dx . (27) 

Urn das Analogon der 0rfhogonalitaisbedingung aufzustellen, braucht 

man die Definition yon 

S toz0~, ~ ~2 

fiber den Funktionenraum. Eine naheliegende Definition. ware die Teilung 
der Strecke (0, 1) in iV Intervalle und die Betrachtung yon Treppen- 
polygonen q (x), ~velche in den einzelnen Interva]len die konstanten Werte q~ 
bis q.v haben mSgen. Hernach gehe man zur Grenze N--> ~ fiber: 

E I). 

Doeh ist hier die erwahnte Konvergenzschwierigkeit vor]aufig hinderlich. 

w 2. R e l a t i v i s t i s c h  i n v a r i a n t e  F u n k t i o n a l b e h a n d l u n g  des 
F~ l l e s  z w e i e r  k a n o n i s e h  k o n i u g i e r t e r  s k a l a r e r  q - F u n k t i o n e n ,  
die der  W e l l e n g l e i e h u n g  genfigen.  Als VorbereiLung fiir das Problem 
der Vakuum-E]ektrodynamik soll zungehst folgendes einfaehere Problem 

12" 
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behandel~ werden. Zwel skalare Zustandsgr~l]en fund g m~gen beide 
der (vierdimensionalen) Wellengleichung 

O~ f O~ g - -  0 (28) 
N - ~  Ox -- 

geniigen. Ferner soll ftir si% als ,,q-Funktionen" yon x, y, z, t aufg'efai~t 

die V.-R. gelten 

f (2 )  g (P')  - -  g (2 ' )  f (2 )  = i h z t  ( 2  - -  P'), (29) 

worln z/ die in I, w 2 definierte Funktion ist, wahrend die Werte yon f 
an verschiedenen Punkten unter sigh vertauschbar sind, ebenso die Werte 
yon g unter sieh. Es ist gefragt, wie diese V.-R. als Beziehung zwisehen 
Funktionaloperatoren gedeutet werden kann, analog der Einfiihrung der 

Operatoren (26) in (23). 
Infolge des Umstandes, dull g (2)  mit g (P')  vertausehbar ist, ist es 

cr_l aubt, Funktionale 

{g (n- . .  x,)} 
zu betrachten, in denen die Werte yon g ( x l . . . x ~ )  ~etzt gewiitmliche 

Zahlen sind. Wesent]ieh is~ abcr, dal~ g (x l . . .  x4) nunmehr keine willktir- 
lichen Funktionen yon x l . . .  x~ sein kSnnen, sondern nur solche, die der 
Wellengleichung gen~igen, hmerhalb des Bereiches dieser speziellen 
Funktionen miissen wir aueh verbleiben, wean wir g (xi) variieren. Ins- 
besondere is~ es also nicht mehr mSglieh, die Variation g (x l . . .  x4) so zu 
w~hlen, dab sic nur in der Umgcbung eines Weltpunktes yon Null ver- 
sehieden ist. Die Tafsache, dai~ nuInnehr dem Argument des Funktionals ~r 
die Wellengleichung oder al]gemeiner eine ]ineare partielle Differential- 
gleichung als Nebenbedingung auferlegt ist, macht also eine Abandcrung 
des Vol te r rasehen  Begriffes der funktlonellen Ableitung notwendig. 

Eine solehe ergibt sich indessen yon se]bst, wenn wir einfach in der 
Schreibweise (25) der Vo 1 t e r r a schen Ableitung die gewShnliche ~-Funktion 
dureh die Kugelschalenwellen-z/-Funktion yon I, w 2 ersetzen, indem 
wir uns daran erimmrn, dal~ diese ia gemal~ I, w 2, Gleichung (13) eine 
LSsung yon (28) ist. 

Wir  definleren also jetzt eine funktionelle Ableitung durch 

1 
~rg(zi);p = lim - -  [~I-r +~z~(xt)} --~[r {g(x)}]- (30) 

a ---> 0 {Z 

~ [z i (P')] --> a( P -- P') 

Da auch fiir diese Ableitung die Regeln fih" Differentiation von 
Summe und Produkt bestehen bleiben, ist ferner unmittelbar klar, dal.~ 
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(29) durch den folgenden, zu (26) v(filig analogen Operatoransatz be- 
lriedigt wird: 

[~ g(x,)dxl . . .dx,] .  ~F {g(x)} = ih ~ ~trg,~t);pdxl...dx,; (31) 
Operator "V 4 

ebenso bedeutet f(x) als Operator eiiffach Multiplikation mit f(x). 
Damit ist die in diesem Paragraphen gestellte Frage volls~iindig be- 

antwortet und wir kiinne~ nun unser eigentliches, .Ziel, die FunktionM- 
gleichung der Lieh~quantenelektrodynamik , ins Auge. hssen. 

w 3. D a r s t e l l u n g  der  V.-R. der  V a k u u m - E l e k t r o d y n a m i k  
ais r e l a t i v i s t i s e h  ~ / ~ a r i a n t e  R e l a t i o n e n  z w l s c h e n  F u n k t i o n a l -  
o p e r a t o r e n .  I m p u l s - E n e r g i e s a t z  als V e r a l l g e m e i n e r u n g  der  
S c h r S d i n g e r g l e i e h u n g .  Wenn wir die dureh I, Gleiehung (3) de~i- 
nierten Fourieramplltuden b l , . .  bs... als unabh~ngige Variable einfiihren, ist 
die Funktionaldarstellung klar und der q-Zahlras entspricht der Operator 
h0___. i Oa8 Die in II, w  erwahnte Konvergenzschwierigkeit stellt sich 

allerdings aueh hier ein und last auch das Folgende noch als weitgehend 
problematisch erseheinen. 

Aueh hiervon abgesehen, stellt sich aber eine Sehwierigkeit ein, wena 
wit in unserer Funktioaaldarstellung eine Fourierzerlegung des Feldes 
nieht explizite benutzen wollen. Wie bereits im vorigen Paragraphen 
erwahat, k(innen namlleh nut solehe physikalisehen Feldgr(il]en als 
Argumente eines Funl~tionals verwendet werden, die, als q-Funktionen 
aufgefal~t, fiir alle Raum-Zeitpunkte vertausehbar sind. Bei Annahme der 
in Tell I ~ormuliertea V.-R. (III) fiir die Feldstarken Fik kiinnen also 
diese selbst als Argumente eines Funktionals nieht in Betraeht kommen, 
sondern gem~fl I, w Gleichung (18b) oder (19a) nut eines yon 
den ~ier dort definierten Gr(il]ensystemen F~k (/)), F~-k (_P), Eik (P), E~k(P ). 
Die tteranziehung dleser Funktlonen, namentlieh tier in bezug auf einen 
festen 1)unkt gespiegelten Gr61~en F+k und F~-k, erscheint als sehr ktinstlieh, 
indessen ist es uns nieht miiglich gewesen, sie zu vermeiden. 

Die folgende Betrachtung ist fiir Funktionale des in bezug aut 
einen festen ~ullpunkt schiefsymmetrischen Teiles Fi-~, (x l . . .  x4) der 
Maxwellsehen Glelchungen [Teil I, Gleiehung (IV)] durchgefiihrt, die 
wir also mi t  ~ {F~-~n (xl . . .  x~)} 

bezeiehnen k~imaen. Natiirlich k(innte man in allen folgenden ~ber- 
legungen F ~  und F+~ auch die Rollen tausehen ]assen; aueh wiirden bel 
Einfiihrung yon Ei k oder E~k als Argumenten tier Funktionale analoge 
Uberlegungen gelten. 
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Das Problem liegt ganz ahnlich wie das des vorlgen Paragraphen, 
nur dal3 hier als Argumente des Funktionals mehrere (seehs) Funktionen 
s i m u l t a n  auftreten, die durch die Gleichungen (IV), die Maxwellsehen 
Gleichungen, voneinander abhangig gemacht werden. Man kann ietzt 
also nlcht nach e lnze lnen  der seehs Komponenten der Feldst~rken 
differenzieren, well eine Fe]dst~kenkomponente nicht ohne die tibrigen 
variiert werden kann. Wieder ist es die A-Funktion, diesmal mit ihren 
zweiten Ableitungen, die bier Abhilfe sehafft. Fiihren wir den dutch 
Tell I, Gleiehung (16) definierten Ausdruek Aik, zm ein, dann ist gema6 
I, w 4 fiir iedes Indexpaar (i, k) 

F/-~ (P') = A~k, t m ( P ' - - P )  + Ai~,l,,(2o' + P) = A~-k,z,,~(P',P) (32) 

bei festem i ~ eine zu l~ss ige  Va r i a t i on  der  F~-m, well sie den Max- 
wellsehen Gleiehungen geniigt und aueh die Symmetriebedingung [Vor- 
zeiehenanderung beim Ubergang yon (P') zu (--  P')] erftillt. Wir k~innen 
also die seehs fo lgenden ,  dureh  (i,k) und sehiefe  S y m m e t r i e  in 
d i e s e m  I n d e x p a a r  e h a r a k t e r i s i e r t e n  A b l e i t u n g e n  unseres 
Funktionals W {F/-m (P')} in Analogie zu (30) definieren: 

1 
gr;k; i, {Ft-~, (P')} ~--- lira _ [~/r {Ft-m (P') 

+ ~ (~ F ; . )  (io')} - -  ~ {F;~ (io')}]. (33) 

Es ist dann aueh unmittelbar klar, dal] die V.-R. (III), als Operator- 
gleiehung gefal]t, erfiillt is~, wenn der zu F ~k(P )  geh~rige Operator 
definiert wlrd gemag 

J J 

worin mit d Vp das Volumenelement des vierdimensionalen Raumes der 
Koordinaten x l . . .  x~ yon P und inlt J ein beliebiges, endllehes vier- 
dimensionales Intervall in diesem bezeiehnet ist, wahrend 

J 

als Opera~or einfaeh Mnltiplikation mlt dieser Grtil]e bedeutet. 
Hier sollen noeh kurz ~lberlegtmgen soleher Art angeftihrt werden, 

die analog sind denjenigen, die in II, w 1 zur Aufstellung der 
Gleiehtmg (25) fiihrten. Znnaehst ist wohl klar, wie zwe i t e  Ab- 
leitungen unseres Funktionals W gebildet werden kiinnen; die allge. 
meinste zweite Ableitung sehreiben wir 

lrArl'k, rs; P PI ' 
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doeh wird im folgenden nur der SpeziMfall P: = P ben~tigt werden, 
W esentlich beriicksichtigt werden muB, dal3 in einer relativistisch invarianten 
Theorie neben dem Energieintegral dieImpulsintegrale als gleichwertig 
angesehen werden mtissen, so dal~ wir .fiir das yon den vier Gesamt- 
energie-Impulskomponenten J4 • - -  E;  ( J1, J2 , J3) = i c @ abh~ngige 
, E i g e n " - F u n k t l o n a l  W]k  vier simultane partielle funktionale Differential- 
gleichungen zweiter 0rdnung erhalten. Bekanntlieh drtickt sich Jk in 
tier klasslsehen Elektrodynamik ~olgendermal3en dureh die Feldst~irken aus : 

= (r s) 
t = cons t  

Wir k(innen den Schnit~ t = const spezie]l als t = 0 wahlen, d.h. als 
solchen, tier durch den Nullpunkt geht, den wir far die Teilung der 
Feldstarken in F+k und FTk verwendet haben. Dann zerfallt iedes der 
vier :ntegrale J~ in zwei Teile, die yon den /~'~k bzw. Fik allein ab- 
h~ngen, da die Integrale fiber die gemisehten Glieder aus Symmetrie- 
griinden verschwinden. Wir erhalten so die vier simultanen (k : 1 
his 4 entsprechenden), zu (27) analog gebildeten Gleichungen 

4 

~,16 ~r 21 "r ~r; (rs) 

~ - ~  0 

4 

worln ~ ein Funktional ist, das yon den F~s (xk) und daneben noch yon 

den Jk als Parametern abh~ngt. Diese Gleichungen spielen [iir ein ,, ab- 

gesehlossenes" Strahlnngsfeld eine analoge Rolle, wie die S c h r O d i n g e r -  
sche Differentia]gleiehung fiir einen bestimmten Quantenzustand eines 
abgesehlossenen mechanischen Systems. 

Wie bereits in der Einleitung erwi~hnt, sind die im letzten Paragraphen 
dieses Teiles II  ange~iihrten Gleichungen, ffir die iibrigens direkte Inte- 
grationsmethoden noch nieht vorliegen, in noeh hGherem Grade als 
vorli~ufig anzusehen, als die in Tell I entwiekelten Uberlegungen tiber 
q-Funktionen. Jedoeh halten wir die Einfiihrung yon Funktionalen in 
eine konsequente quantentheoretische Umdeutung der klassisehen Feld- 
physik trotz vieler ungelOster Probleme bei ihrer speziellen Durchfiihrung 
im allgemelnen ftir naturgemiil}. 


