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Zur Quantenelektrodynamik ladungsfreier Felder.
Von P. Jordan in Gottingen und W. Pauli jr. in Hamburg,.
(Eingegangen am 7. Dezember 1927.)

In Weiterfiihrung der Diracschen Theorie, bei der die elektrodynamischen Feld-
grofien als nicht vertauschbare Zahlen (¢-Zahlen) angesehen werden, werden hier,
wenigstens im Spezialfall des Fehlens von geladenen Teilchen (reines Strahlungs-
feld), Vertauschungsrelationen zwischen den Feldgrofien aufgestellt, die eine
relativistisch invariante Form haben. Es wird gezeigt, daB diese Relationen
anch ohne Benutzung der Fourierzerlegung des Feldes formuliert werden kionnen.
Ferner wird eine allgemeine mathematische Methode angegeben, die gestattet,
Relationen zwischen ¢-Zahlen, die von Raum- und Zeitkoordinaten stetig abhingen
(¢-Funktionen), umzudeuten in Relationen zwischen geeignet gewihlten Operatoren,
die auf veraligemeinerte, vom ganzen Feldverlauf abhingige v -Funktionen
(Funktionale) anzuwenden sind.

Bekanntlich ist es Dirac* zuerst gelungen, die quantenmechanischen
Methoden auch auf die Behandlung des elektromagnetischen Feldes selbst
zu ibertragen, indem er die Amplituden der Partialwellen des Feldes als
»g-Zahlen* auffaft und Vertauschungsrelationen fiir diese aufstellt. Dal
auf diesem Wege wesentliche Fortschritte zu erzielen seien, mufite gewiB
erscheinen, nachdem eine analoge Behandlung eines einfacheren Problems,
der skalaren (eindimensionalen) Wellengleichung, schon friiher ergeben
hatte **, dal eine bekannte, von Einstein aufgefundene Schwierig-
keit beziiglich der Energieschwankungen in einem Wellenfeld durch eine
quantenmechanische Behandlung der Eigenschwingungen des Feldes
gelost werden konnte. In der Tat gelang es Dirac, eine konsequente
Theorie der Emission, Absorption und Dispersion der Strahlung aufzu-
stellen. Jordan®* hat ferner eine Ubertragung der Diracschen
Methoden der Quantelung von Wellenfeldern auf den Fall der Materie-
wellen selbst entsprechend der Fermistatistik angegeben, und die Resultate
einer neueren Arbeit von Jordan und Klein #** ]Jassen es iiberdies als
sehr aussichtsreich erscheinen, das noch ungeldste Problem einer Quanten-
theorie der Wechselwirkung von Teilchen bei Mitberticksichtigung der end-
lichen Ausbreitungsgeschwindigkeit der Kraftwirkungen anzugreifen; eine
solche Theorie miifte auch die elektrostatischen und die Strahlungswirkungen
des elektromagnetischen Feldes nach einheitlichen Methoden behandeln.

* P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London (A) 114, 243, 710, 1927.
#% M, Born, W. Heisenberg und P. Jordan, ZS. f. Phys. 85, 557, 1926.
#x% P, Jordan, ebenda 44, 473, 1927. Zusatz bei der Korrektur: Vgl. auch
P.Jordan und E. Wigner; im Erscheinen.
#epk P Jordan und O. Klein, ebenda 45, 751, 1927.
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Der Gegenstand der vorliegenden Arbeit soll indessen noch nicht
dieses allgemeine Wechselwirkungsproblem sein, sondern es wird hier
vorlgufig nur beabsibhtigt, zunichst im Falle des reinen elektromagnetischen
Strahlungsfeldes ohne geladene Teilchen einem Mangel der in den ge-
nannten Arbeiten erreichten Formulierungen der Theorie abznhelfen, der
von deren Verfassern auch stets betont wurde. In diesen Arbeiten wird
namlich die Zeitkoordinate vor den Raumkoordinaten stets in eigentiim-
licher Weise ausgezeichnet, die Resultate sind nicht relativistisch invariant.
Dagegen sind die in der vorliegenden Arbeit zur Quantelung des elektro-
magnetischen Feldes verwendeten Methoden relativistisch invariant.

Zun#ichst wird in § 1 noch der Standpunkt angenommen, dafl die
elektromagnetischen Feldstdrken nach Fourier in polarisierte, mono-
chromatische Partialwellen zerlegt werden und deren Amplituden als
,q-Zahlen“ gewisse Vertauschungsrelationen erfiillen. Es gelingt, diese
Relationen so zu formulieren, daB kein Bezugssystem der speziellen
Relativititstheorie vor einem anderen durch diese ausgezeichnetist, wihrend
die Schwankungseigenschaften der Strahlungsenergie nach den erwihnten
tritheren Ergebnissen zugleich richtig durch die Theorie wiedergegeben
werden. Dieser Standpunkt kann jedoch durch einen allgemeineren ersetzt
werden ¥, bei welchem eine Fourierzerlegung des Feldes nicht explizite
gebraucht wird und die Feldstdrken selbst als Kontinuum von ¢-Zahlen
angesehen werden, die stetig von den Raum-Zeitkoordinaten abhingen.
Es mogen solche Gesamtheiten von g¢-Zahlen kurz als ,g-Funktionen®
bezeichnet werden. In den § 2 bis 4 des ersten Teils dieser Arbeit wird
dieser allgemeinere Standpunkt, stets unter Wahrung der relativistischen
Invarianz, durchgefiihrt. Es sei hier bemerkt, daf diese Uberlegungen
sich auch auf Materiewellen kriftefreier bewegter Teilchen vollstindig
iibertragen lassen und zu einer relativistisch invarianten Quantelung
dieser Wellen fiihren, falls man es mit gleichartigen Partikeln zu tun
hat, die der Einstein-Bose-Statistik gehorchen. Da jedoch im anderen
Falle von Partikeln mit Fermistatistik die Quantelung der Materiewellen
noch nicht vollig geklart ist**, sind wir hierauf in dieser Arbeit nicht
naher eingegangen. Von einer noch ausstehenden allgemeinen relativistisch
invarianten Quantentheorie der Wellenfelder, die einerseits auch solche
elektromagnetischen Felder in Betracht zu ziehen haben wird, die dem
Vorbandensein geladener Teilchen entsprechen, andererseits die Beein-

*# Vel auch P. Jordan, ZS. f. Phys. 49, 766, 1927.
#*% Anmerkung bei der Xorrektur: Vgl. jedoch die cben erwihate Arbeit von
Jordan und Wigner.
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flussung der Materiewellen durch die elektromagnetischen Wellen wird
in Rechnung stellen miissen, darf wohl erwartet werden, daB sie die hier
aufgestellten Vertauschungsrelationen des freien -elektromagnetischen
Strahlungsfeldes sowie diejenigen der Materiewellen kréaftefreier Teilchen
als spezielle Grenzfille in sich enthalten wird.

Der zweite Teil dieser Arbeit beschaftigt sich mit der Frage, in
welcher Weise die g-Funktionen als Operatoren, die auf gewisse , Wahr-
scheinlichkeitsamplituden“ 1 angewandt werden, interpretierbar sind.
In der gewdhnlichen Quantenmechanik geht man ja bekanntlich von den

Gleichungen ;
[

2xi

H(p,9) = E,

was zunichst Relationen zwischen g-Zahlen sind, zu einer Differential-

pg—ap =
und dem Energiesatz

gleichung fiir die Funktion oz (q) iber, indem man p durch den Operator
h o

2midg’

H (p, ), als Operator geschrieben, auf ¢ anwendet:

q durch den Operator Multiplikation mit ¢ ersetzt und nun

0
" (‘2‘;{;& 0_417 Q> Yr(9) = Evp(g)

Im Falle eines harmonischen Oszillators, wo
1 m
2 To a 2
H(pa) =5 1"+ 5 @av)'q

gesetzt werden kann, fihrt die zugehorige Differentialgleichung fiir v,
wie Schrodinger gezeigt hat, auf die Eigenwerte
E, = (n+ Y hvy, mit n—=—2012,...
wahrend die y-Funktionen durch die sogenannten Hermitischen Poly-
272 mvg

nome gegeben werden; fiir » — 0 ist speziell ¢, (9) = Ce ’

Dies hat nun eine Schwierigkeit zur Folge, wenn es sich, wie bei
den Figenschwingungen der Hohlraumstrablung, um unendlich viele
Oszillatoren (des unendlich vielen Freiheitsgraden der Strablung ent-
sprechend) handelt. Erstens wiirde die gesamte Energiedichte der
Strahlung unendlich grof werden, weil zu dieser (im Grenzfalle eines
sehr groflen Hohlraumes) die Strahlung mit einer Frequenz zwischen
vy und v + dv selbst fiir » — 0 den Beifrag

S8xv? hy
g

11*



154 P. Jordan und W. Pauli jr.,

liefern wiirde. Zweitens wird selbst dann, wenn nur eine endliche Zahl
von Eigenschwingungen angeregt ist, das Produkt der unendlich vielen
Eigenschwingungen im allgemeinen nicht konvergieren, so dafi die
-Funktion der unendlich vielen Amplituden g, der Oszillatoren zunichst
keinen bestimmten Wert besitzt.

Verschiedene Erwégungen scheinen uns dafiir zu sprechen. daf im
Gegensatz zu den Eigenschwingungen im Kristallgitter (wo sowohl
theorefische als auch empirische Griinde fiir das Vorhandensein einer
Nullpunktsenergie sprechen) bei den Eigenschwingungen der Strahlung
jener ,Nullpunktsenergie“ hv/2 pro Freiheitsgrad keine physikalische
Realitit zukommt. Da man es namlich bei dieser mit streng harmonischen
Oszillatoren zu tun hat und da jene ,Nullpunktsstrahlung® weder ab-
sorbiert noch zerstreut oder reflektiert werden kann, scheint sie sich,
einschlieflich ihrer Energie oder Masse, jeder Moglichkeit eines Nach-
weises zu entziehen. Esist deshalb wohl die einfachere und befriedigendere
Auffassung, daf beim elektromagnetischen Felde jene Nullpunktsstrahlung
iiberhaupt nicht existiert.

In dieser Verbindung ist es vielleicht von Interesse, zu bemerken,
dafi es moglich ist, bei einem einzelnen harmonischen Oszillator diese
Auffassung anch mathematisch zu formulieren. Fiithrt man nimlich statt
p und ¢ die Grofen

1
Zvnvom
1 )
Q:_—p+anvom.q
2V7rw0m
ein, so folgt aus
b

die Relation
. h
PQ—QP —=i(pg—yqp) = 5o
11

ferner wird

1 w

) 9 2 .9
— p*+ = 2av)q
2m 2 ( 0

1 —
P i\/nvonzq)<

— V)

= dmy, [
0
(2Vﬂf’vom

+rvi(pyg—qp) = v, QP +

.4/
. p—iVYmy, mq
2Var v, m
Iy,
2
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(]

Fiihrt man also eine neue Hawmilfonfunktion
H P Q =2nv,QP = E
mit

h

ein, so kommt man auf die Eigenwerte
E, = nhy,

ohne Nullpunktsenergie. Auch konnen Eigenfunktionen von ¢z (@) aui-
gestellt werden, wobei allerdings die Variable @ eine komplexe GroBe
ist. Vielleicht ist zu hoffen, daB auf diesem Wege die mit der Nullpunkts-
strablung zusammenhingenden Konvergenzschwierigkeiten bei nnendlich
vielen Oszillatoren einmal liberwunden werden konnen.

Im zweiten Teile dieser vorliegenden Arbeit sollte jedoch eine
Methode angegeben werden, wie ¢-Funktionen des Feldes und Operationen
mit diesen definiert werden konnen, die mit vorgegebenen Relationen
zwischen ¢-Funktionen im Einklang sind, ohne daB eine explizite Ver-
wendung der Fourierzerlegung des Feldes benotigt wird. Leider ist es
uns nicht gelungen, auch unter dieser Bedingung eine der obigen Be-
trachtung beim Einzeloszillator analoge Elimination der Nullpunktsenergie
in befriedigender Weise durchzufithren. Es sind daher die Ausfithrungen
des zweiten Teiles dieser Arbeit noch in hohem Grade verbesserungs-
und ergénzungsbediirftiz und haben hier mehr im Hinblick auf die
allgemeinen mathematischen Methoden, die dort verwendet werden, Platz
gefunden, als im Hinblick auf spezielle, dort angegebene Relationen.

I Methode der ¢g-Funktionen und g-Zahlen.

8 1. Fourierzerlegung des Feldes, relativistisch invariante
Vertauschungsrelationen fiir die Amplituden der Eigenschwin-
gungen. Wir denken uns das elektromaguetische Strahlungsfeld in
ebene monochromatische Partialwellen zerlegt; und zwar denken wir an
fortschreitende Wellen, erfiillen also keine besonderen Grenzbedingungen,
die etwa undurchlissigen Hohlraumwinden entsprichen. Dagegen ist es
zweckmibig, statt Fourierintegrale zuntchst Fourierreihen zu verwenden.
Es sei f; der Ausbreitungsvektor einer ebenen Partialwelle (Vektor in
Richtung der Wellennormale. vom Betrag der Wellenzahl), [f;| = &, sein
absoluter Betrag, v, die Schwingungszahl, so dafl gilt
Veoop %

$

k, — .
¥ e’ ¢

1)
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Der Index s soll nur die verschiedenen Eigenfrequenzen unterscheiden.
Zunschst mogen nun die in der Fourierzerlegung des Feldes auftretenden
Ausbreitungsvektoren ¥, mit einer Dichtigkeit im (t,, f,, £)-Raum
(kurz ,f-Raum*) verteilt sein, die den Eigenschwingungen eines wiirfel-
férmigen Hohlraumes der Kante L (Volumen Z?) entspricht. Das heiBt,
wir nehmen an, daf das mittlere Volumen einer Zelle des f-Raumes, auf
die (von dem noch zu besprechenden Polarisationsfaktor abgesehen) eine
Partialwelle der Fourierreihe entfallt, gleich ist

1
Akxdkydkz:ﬁ- (2)
Die Feldstarken € und § setzen sich nun zusammen aus den Feldstirken
&, und D, einer einzelnen KEigenschwingung, die aus einer mono-

chromatischen Welle besteht:

@:2@3, @ZE@

Nun haben wir noch zu beriicksichtigen, daf zu jedem f, zwei unab-
hingige linear polarisierte Wellen moglich sind, deren Schwingungs-
richtungen auf ¥; senkrecht stehen. Um dies formelmifBig darzustellen,
fuhren wir fiir jedes s ein orthogonales Koordinatensystem (£, £); ein,
dessen f-Achse parallel zu ¥ ist, und es seien ef, egf), ¢ Einheits-
vektoren in den Richtungen §, 11, ¢ Die Amplituden a; @ der elektrischen
Feldstirke der einen linear polarisierten Eigenschwingung (mit Index 1
bezeichnet) sei parallel zur £-Achse, die der anderen (mit Index 2 be-
zeichnet) parallel zur %- Achse. Wenn wir noch aus einem sogleich

hervorziehen, kionnen wir also

ersichtlichen Grunde den Faktor V}j‘;

g

schreiben :

€, = ‘/ {(efs) o’ + ¢ a) cos2m (7)) — |ts] ct]
+ (@b +eP0®) sin 2 m [} v) — [t ed]}
9 = [P E,] V {( &0V — e a?) cos 2 [(f 1) — | k| ct]

+ (e 00 — ¢ b%) sin 2 2 [(£, v) — |k | ot]]

3)

’

in (3) ist so gewihlt, daB die ganze Hohlraumenergie

= 1] @ + Y av,

Der Faktor V 7
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soweit sie von einer einzigen, linear polarisierten Partialwelle herrithrt,
gleich wird
Ly, = %'”s (asg + bsg)’ (4)

worin fiir @, und b, entweder a, bgl) oder af,.”, b§2) einzusetzen ist.
(Die Feldstirken sind hierin in Heavisideschen Einheiten gemessen.)
Da die Energie E; (abgesehen von der Nullpunktsenergie) ein Multi-

plum von hw, sein muf), das heibt also

3 (@3 + b))
(jedenfalls bis auf eine additive Konstante) die charakteristischen Werte
N, =0, 1, 2, ... haben mufl, ist es naheliegend, zu setzen:
aP b — Vel = a®® _ O __ 4y 4y

wobel natiirlich a; und by fiir s == §', ebenso wie verschiedene @, oder
verschiedene b, untereinander vertauschbar sind. Ferner scheint es auch
paturgemsB, die Vertauschbarkeit ‘der zu verschiedenen Polarisations-
richtungen gehdrigen Amplituden anzunehmen:

@)

1) (2) @) «a (1) (@) (2) 2.(D
ag ) “g — Qs Qg ) == Y bs bs —bs by = 07
al b —bPa’ = 0, aPpP — P al = 0.

Es ist leicht zu sehen, daf die Vertauschungsrelationen (Abkiirzung:
,V-R“) (@) wad (I') von der Wahl der Einheitsvektoren ¢’ eg’) unab-
bingig sind, wenn diese nur senkrecht aufeinander und auf ¥, steben.
Ahnlich ist die Invarianz von (I) und (I') bei einer Anderung des Null-
punktes des Koordinatensystems zu erweisen, der bei der Fourier-
zerlegung (3) des Feldes zunsichst ausgezeichnet war. Bei einer Anderung
dieses Nullpuunktes transformieren sich nsmlich die a; und b, fiir jede
Polarisationsrichtung hinear und orthogonal gemif

s —  a.c080; -+ b, sin ,,
b, = — a,sin d; + b, cos d;,

und hierfur gilt in der Tat:

ay by — bea, = a,b, — b, a,. (5)

Wenn man weiter beachtet, daB es nicht auf die genauen Werte

der f,. sondern nur auf ihre Dichtigkeit (2) im ¥-Raum ankommt, ist

ferner mit Riicksicht auf (1) leicht zu sehen, daf die V.-R. (I) die For-
derung der relativistischen Invarianz erfillen.

Dies wird auch besonders deutlich, wenn man den Grenziibergang

von Fourierrethen zum Fourierintegral durchfithrt. Es wird dann
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fiir jede Polarisationsrichtung [wir lassen den Index (1) oder (2) der
Einfachheit halber fort]

1

Eagfg = X aldk, Ak, Ak, —~ j A2 (b, Ky, o) dleyd o, d,
s 8

1
L3
E (kg by, k) == E(f) gemilB

und analog fiir 2 b2 .. Ferner ergibt sich bei Definition von

EEs 7% = ELg 3 j(@“rsg YAV — f E(ydk,dky,dk,
E®) =3v®4 O + B ®). (6)

‘Wir berechnen weiter, indem wir einerseits iiber alle Eigenschwingungen
mit f; in einem gewissen Gebiet £, (f) des f-Raumes, andererseits iiber
diejenigen mit ¥, in einem anderen Gebiet £, (f) summieren und mit &, , (f)
den Volumeninhalt des £

, und &, gemeinsamen Gebietes im f-Raum

bezeichnen:
11 ‘ :
2 S oa S o S on S a)= 2,0
ih Liin 23 () fin®y (B LinQy () Lin2, (B

Denn es ergibt sich zundchst der Wert der linken Seite als gleich der
Anzahl der in beiden Summen gemeinsamen Eigenschwingungen dividiert
durch L3 was aber gemiafl (2) mit £, , () tibereinstimmt. Andererseits
werden die auf der linken Seite auftretenden Summen in der Grenze den
entsprechenden mit A (f) und B (f) gebildeten Integralen gleich, so daB
wir schreiben konnen:

jA (f)dkxdk.ydk;jB(t)dkxdkydlcz
2 2,

—j.B(f)dkxdkydksz(f)dkxdkydkz =i, 0]
e g

oder mit Hilfe der im folgenden Paragraphen naher betrachteten Dirac-
schen §-Funktion

A®B(E)—BE)A®) = ihd(t— ). (®)

Wichtiger als der Grenziibergang von Fourierreihe zu Fourier-
integral ist der Verzicht auf die Fourierzerlegung des Feldes iiberhaupt
und dessen direkte Aunffassung als Kontinuum von g-Zahlen (, g-Funktionen®).
Hierzu ist es notig, eine neue, relativistisch invariante §-Funktion zu
definieren, was im folgenden Paragrapben geschehen wird.
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§ 2. Definitionund Bedeutung derrelativistischinvarianten
A-Funktion. Die gewdhnliche Diracsche §-Funktion einer Variablen x
ist durch die Gleichung definiert:

b
1, wenn (a, b) den Nullpunkt enthalt, |

j@(w)dx = { 0 sonst. f ®)

a

“Es gilt dann auch
b

jf(x)a(@dw =

Die ,Funktion“ 0§ (x) kann aufgefafit werden als Abkiirzung fir
eine Folge von Funktionen 9§, (), 0,(%) ... 0y (®) ..., fiir welche der

[ £(0), wenn (4, b) den Nullpunkt enthlt, |

| O sonst. B (10)

b
Iim .‘6 (%) dx existiert und den oben angegebenen Wert hat. Ebenso
N-»oo g

soll dann
b b
jf(a;)a(x)dx bedeuten lim jf(x)aN(x)dx.
a N—)aoa

Als eine solche Folge von Funktionen kann z. B. genommen werden:
~

~

-
Oy () = SRETNT 2j cos 2k dF, (11)
Y
)
da dann
b boo .
. y \siny
1 v X = <—— = , 0, b )
N;mxjf(x)mm)dx jf g) Tl ay—[(0) wem <0, >0
a a oo

= 0, wenna > 0, 5> 0
Natiirlich st (11) aber nicht die einzig méogliche Folge dy (), die (10)
im lim befriedigt.

N-—> o0
Wir werden nun im folgenden Paragraphen einer bestimmten Funk-
tionenfolge Ay (#, y, 2, ) begegnen, und zwar ist sie gegeben durch

2
Ax (%, 9, & ct) = j‘jj Tsin2az(kxx+ byy + ky2 — |t ct) dk, dkydk,, (12)

Kugeli
=N

(%] = Vi + & + 5).
Wesentlich- darin ist die Bindung des Koeffizienten von ¢ mit denen von
x, y, 2, welche besagt, daB alle Partialwellen, aus denen sich (12) zu-
sammensetzt, mit der Geschwindigkeit ¢ fortschreiten.. Ay (%, ¥, 2, t) ist
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iibrigens bei festem Nullpunkt des Koordinatensystems relativistisch in-
variant, denn wie man leicht nachrechnet, ist fiir den Fall, daB

Fyy Foyy By i)
die Komponenten eines Vierervektors der Linge Null bilden,

1
m Ak dk,d k?
eine Invariante gegeniiber Lorentztransformationen.

Wir wollen nun die Folge A (...) charakterisieren als 4-Funktion,
d. h. durch den

lim jf(x, 4 s ) dy@...)dv,

N—>» o0 'V4
worin iiber irgend ein vierdimensionales Weltgebiet integriert wird und
AV, = dadydzcdt

gesetzt ist. Wir werden diesen lim wieder symbolisch schreiben
[f@veand@yenar,

und solche Folgen Ay, fiir welche fiir alle f dieser lim ibereinstimmt,
als nicht wesentlich verschieden betrachten, unabhingig davon, ob Ay
gerade die spezielle Gestalt (12) hat.

Nun bietet es gar keine Schwierigkeit, fiir diese spezielle Gestalt
von 4y den fraglichen lim auszurechnen. Zuniichst ist das Integral in
(12) auszuwerten. Einfithrung von Polarkoordinaten im f-Raum mit
mit X, ) = &, cos & = u

dkydkydk, = 2x|kI*d|k|du
ergibt

Ay(e...t) = 4nj}‘]k[d{k|Tsin2n|k](ru —ctydu,
B
.
=2 [aih] | reas2m 1]+ o) — cos 2[k] ¢ — 1)
oder endlich '
Ay (... 1) = i[

ar

sin2x N(r 4+ ct)  sin2x N — ct)
4+ ct r—cl

| az

(Beachte, daB das negative Vorzeichen in der Klammer bewirkt, daf A,
fiir £ £ 0, » = 0 endlich bleibt!)
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In vollkommener Analogie zu den Eigenschaften der Funktion 0y (x)

vom Beginn dieses Paragraphen kénnen wir jetzt auch den lim j‘ f(...)dydv,
N-—>oo0

angeben. Sei V, das Integrationsgebiet, V; dessen dreidimensionaler
Schnitt mit dem ,Lichtkegel* r 4 ¢t — 0, ¥; der Schnitt mit dem
Lichtkegel » — ¢t =— 0, so wird

1 ,
svf(av...t)d(as...t)olV4 = jf(x, Yy &, ¢t = — 1) , dxdydz
v Vi
[ 1
— ‘f(x, Y, &, ¢t == r);dmdydz. (IT)

3

Und diese Gleichung ist jetzt als Definition der relativistisch invarianten
drdydz
)

(beachte Invarianz von A-Funktion anzusehen, unabhéngig von

ihrer speziellen Realisierung durch die Folge (12). Setzt man in (II)
[ = 1, sco erhilt man den Wert von J‘AdV

d &
jAdV4 _ j dx ydz ‘ dxdyd ) (IT)

r r
vy v Vs

Auschaulich k¢nnen wir auf Grund von (12') sagen: Die hier eingefithrte
A-Funktion ist eine rdumlich isotrope, im lim auf eine unendliche diinne
Schale r — ct konzentrierte Kugelschalenwelle, die sich erst mit Licht-
geschwindigkeit zusammenzieht, um fiir ¢ = 0 im Nullpunkt r — O ein-
zutreffen und sich dann wieder mit Lichtgeschwindigkeit expandiert. HEs
ist iibrigens
A(—w —y, —z, — 1) = — (&, ¥, 2 ). (13)
Es bleibt noch zu bemerken, daf die Ableitungen der 4-Funktion
durch den lim

o4 . 04 " 0
jlfa—xidﬁ = lim j'f?—l\—dV __Nhinx— b—;;.dydn

Vs
__j( Of\dxdydz ( of\dzdydzs
o 0w1> r j o 0ml> r

i
definiert sind, wobei vorausgesetzt W1rd, daB { am Rande des Integrations-
gebietes verschwindet. Analog sind die htheren partiellen Ableitungen
zu definieren. Zu bemerken ist noch, daf im Sinne dieser Definition gilt

04
>

a=107;

h

0. (14)

[
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§3. V.-R. fiir die als ¢-Funktionen betrachteten elektro-
magnetischen Feldstirken mit Elimination der Fourier-
zerlegung. 'Wir wollen nun die Werte der Vertauschungen irgend-
welcher Komponenten der elektromagnetischen Feldstirken an zwei ver-
schiedenen Raum-Zeitpunkten unter Wahrung der relativistischen Invarianz
zu charakterisieren versuchen, ohne im Endergebnis die Fourierzerlegung
des Feldes explizite heranzuziehen. Es handelt sich also um die Er-
mittlung der Ausdriicke

€ P& (P) —C(P)E,(P), Di(P)De(P) — Di(P) H:(P),
€; (P) O (P') — D (P €, (P),
worin P und P’ Abkiirzungen fiic die vier Koordinaten x, y, 2, ¢ von P
und #, ¢, 2, ¥ von P’ sein sollen und wo ¢, k¥ = 1, 2, 3 Indizes sind,
welche die Komponenften in der z, y, ¢-Richtung kennzeichnen. Wir
werden fiir die angegebenen Ausdriicke auch die eckigen Klammersymbole

(€ (P), & P)], [D:(P) De(P)], [€(P), Hr(P)]
verwenden.
Wir wollen bei unserer Berechnung von den Ausdriicken (3) fiir die
Feldstéirken ausgehen:

/
V,
€ = 2 ((esa® + eya) cos 22 () — [t] 8

4 (ee b + ¢, b7 sin 2 (8, 1) — |B] e8],
H, = ‘/;—;T H(ey af” — ez a”) cos 2 [(£; ) — | £ ct]

+ (g b0 — €0 sin 27 [(f, 1) — [L] ct]}.

Fir o, b und o, 5§’ gelten einzeln die Gleichungen (I), wihrend
o mit b2, a® mit b gemsb (I') vertauschbar sind.

Wir miissen nun Relationen der Form
(e)s (e + ()i (e = Osp — (e)s ()
G hk—=umy 2 0; =0firs £ % 1 firi =%

¥
(E§)i (e,])k — (eq)k (ef)i' = (eé')l - (Ilel

(4, k, 1 gerade Permutation von 1, 2, 3)
benutzen, in denen iibrigens beriicksichtigt wurde, daf die £-Achse parallel
zu (§) ist. Setzen wir also bei angegebener Bedeutung der Indizes

olix oy = | &2 0 — (B O }
ﬁik:—ﬁki_:lfsl'(fSI (ﬁlk:()fﬁri:k),

I

s



Zur Quantenelektrodynamik ladungsfreier Felder. 163

ferner
(Py) = 2z [(fsr) — IstCt], (Py) = 2= [(t;) — lfsloﬂr
8o erhalten wir gemif (I)

(6/(P), 6(P)] = [$:(B), 1 () = ihe -5 STE] ) cos (P)sin(P})

e r 1 - f
— sin (P,) eos (Py)] = ihe Ir E 1%] o) sin (Py — Py),
ebenso

<

2
(6, (), 96 (] = — [9:(P), (P = ihe s - S Bsin (Bl — P
& |
[also speziell €;(P) mit H; (P vertauschbar]

Wir ersetzen nun gemiB (2) F > (-+) durch j () dkdk,dk,,
L)

wollen aber zuerst iiber eine Kugel mit dem Radius N im f-Raum inte-
grieren und erst dann zur Grenze N — oo iibergehen. Ferner benutzen
wir, daB bei Bildung der zweiten Ableitung von sin (P; — P;) nach den
Raumkoordinaten z; und %, von P oder P’ der Faktor — 4#2 ¥, bei
derjenigen nach x;, und ct der Faktor + 472 |E | £, vor diesen sin (...) tritt.
Auf diese Weise lassen sich die Faktoren o) und B¢ durch geeignete
Kombinationen solcher zweiter Ableitungen ersetzen und man erhilt

(€ (P), € (P)] = [D:(P), Dk (P)]

; 2 2

— %’% SH %(—dx?()mk — Bikclza%é)sin(f" — Py dk,dk,dk,

[6: (P), B¢ (P)] = — [$:(P), C,(P)]
shc 2  0* ,

= @E‘H"‘.mmsm (P'— P dk,dk,dk,.
Hierin konnen Differentiation und Integration vertauscht werden und
das Integral vor der Differentiation gibt gerade die in (12) stehende
Funktion Ay, in welche die Argumente &' — , ...t — ¢ einzusetzen
sind. Bezeichnen wir 4 (' — =, ... t' —¢) mit 4 (P’ — P) und gehen
wir zum lim N — oo iiber, so kommt also endgiiltig

(€ (P), € (P")] = [D:(P), Dx(P)]

the 0? 08 )
N , zhc 02

k=1, 2, 3; in der zweiten Glemhung fir i = k rechte Seite Null,
fiir ¢ =& I ist 4, &, 1 gerade Permutation von 1, 2, 3).
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Es sei ferner daran erinpert, daf gemif (13) gilt
AP —P)= — AP —P) (13"
Mit
(Fyyr Fuos Fyp) = i€, (Fysy Fyyy Frp) = 9,
(.771, Loy Xg,y x;) == (56, Y, % iCt)
kann (IIT) in die einzige, vierdimensional invariante Form zusammen-

gefaft werden: .
, the , S
[Fix (P), Fim (P1)] = 82 Aiyim (P — P), (I11I')
worin Ay 1y, eine Abkiirzung ist ftr
0 d* i o®
I —8, . -8 . (16
Ais,im <6Hd$cidacm audxk(3xm+6m6xk g km()w,-@x)d (16)
Beim Vergleich von (III) und (IIT") ist die in Gleichung (14) des vorigen
Paragraphen zum Awusdruck gebrachte Eigenschaft
o
-4 =0
T

o

heranzuziehen.

§4. EinfacheFolgerungen aus den V.-R. fiirdie Feldstarken.
TUber die Stellung der Quantenelektrodynamik zu den Max-
wellschen Gleichungen. Die g-Funktionen, die nach der hier zugrunde
gelegten Form der Quantenelektrodynamik die Feldstirken darstellen,
sind nicht beliebige Funktionen von Raum und Zeit, sondern solche,
die den Maxwellschen Vakuumfeldgleichungen

0F,  0Fy  O0F;,
0z + 0x; Jdx, o [
aFia ( V)
g 0re 0

geniigen. Dies ist bereits in unserem Ausgangspunkt, der Zerlegung des
Feldes in transversale Partialwellen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit
ausbreiten, enthalten. Hierbei ist die Ladungs- und Stromdichte iiberall
als verschwindend angenommen worden. Dem liegt die Voraussetzung
zugrunde, daf die Betrachtung dieses Sonderfalles eine mit den Gesetzen
der Quantenelektrodynamik vertrigliche Abstraktion sei. Juwieweil dies
zutrifft, wird erst durch die Auistellung einer allgemeineren, das Verhalten
geladener Teilchen mitberiicksichtigenden Quantenelektrodynamik beurteilt
werden konnen. L#bt man aber diese Voraussetzung zu, so kann man
sagen, daB die klassischen Feldgleichungen (IV) auch in die Quanten-
elektrodynamik explizite eingehen, und zwar als Nebenbedingungen,
die den g-Funktionen der Feldstirken auferlegt werden.
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Damit die V.-R. (II) mit den Feldgleichungen (IV) vertraglich sind,
miissen die linken Seiten der Gleichungen (16) vermége (III") mit irgend
einer Feldstirkenkomponente Fj,, vertauschbar sein. Datlir, dab dies in
der Tat der Fall ist, verbiirgt uns bereits die Ableitung der V.-R. (ITI")
aus denen der Fourierzerlegung des Feldes. Man kann es aber leicht
durch direkte Rechnung bestiitigen. Besonders einfach ist die Betrachtung,

was die zweiten Gleichungen (IV) betrifft, denn die Operation an_
k 3
angewandt auf die rechte Seite von (IIT') gibt bei beliebigem festem 7, m

0 d 0t 4
<_ 0a dan, + Oim 5};) g Ol
und dies ist vermége (14) identisch Null. In analoger Weise, nur etwas
langer, verliuft die Rechnung, was die ersten Gleichungen (IV) betrifft.
Rascher kommt man zum Ziel, wenn man den zu Fj; dualen Tensor Fj
einfihrt, dessen Komponenten gegeben sind durch

(Fas, Fiy, Fiy) = — i€, (Ffy, Fh, Fy) = — 9,

mit dessen Hilfe die ersten Gleichungen (I'V) bekanntlich auch geschrieben
werden konnen

> 90— V)

e Owzg
Der Ubergang zum dualen Tensor bedeutet nun, da8 man ¢€ durch — &,
also € durch 9, und § durch —¢& ersetzt. Wie man aus (III) un-

mittelbar erkennt, dndern hierbei die Werte aller Klammerausdriicke ein-
fach ihr Vorzeichen. Also gilt auch

(3 (P), P (P)) =~ [Fix (), Fon (P} = g A 1 (P' = P), (11T
woraus die Vertanschbarkeit von (IV') mit ¥, ebenso folgt, wie aus (IIT')
die Vertauschbarkeit von >, adiw mit Fy,,.

Da ferner auf Grund avon (;H) leicht zu verifizieren ist, daB gilt
[Fir (P), Fion (P)] = — [F}i; (P), Fim (P)], [Fix (P), F5% (P =0, (17)
folgt weiter in Verbindung mit (ITI") fiir die Tensoren

By = Fy + Fi, Efy == Fi — Fiy, (18a)

(B (P), Eym (P)] = 0, [Ef(P), Efn(P)) = 0, (18b)
(B (P), Efm (P')] = 2 [Fy (P), Fiim (P)] + 2 [Ffy (P), Fym (P)],
(B (P), By (P)] = 2 [Fip (P), Fi (P)] — 2 [F&(P), Fip (P)-
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Die Relationen (18b) sind deshalb besonders bemerkenswert, weil
sie bedeuten, daB es erlaubt ist, fiir die g-Funktionen E;; (P) allein [oder
fir die Funktionen E, (P) allein] bei speziellen Anwendungen gewthn-
liche Funktionen (,c-Funktionen®) zu substituieren, da ihre Werte an
verschiedenen Raum - Zeitpunkten stets vertauschbar sind. Funktionen
mit #hnlichen Eigenschaften erhdlt man auch, wenn man die Feldstirken
F;; (P) in bezug auf einen beliebig zu wiahlenden Nullpunkt spiegelt:

Fi(P) = § [Fix (P) 4 Fip (— P)), Fip (P) = § [Fir (P) — Fy(— P)],
so daB gilt
wP) = F(—P), Fip@P)= —Fiz(—P).
Man erhalt leicht
ihe 1 o /
Fi (P), Fi P)] = - [iin B — P) + dypan (P’ + P)

+ divim (— P'— P) + dspim (— P' + P)].,
Da fiir 4,31, die zu (13") analoge Symmetrieeigenschaft
digim (P'— P) = — Aipim (— P' + P),
Aipim (P' + P) = — digym (— P’ — P)
besteht, heben sich die beiden mittleren Terme sowie der erste und letzte

Term der Klammer gegeneinander weg und die rechte Seite verschwindet.
Analoges findet man auch fiir [F(P), Fi,, (P)], so daf gilt

(F5k (P), Fip (P)] = [Fip (P), Fin (P)] = 0. (192)
Dagegen folgt leicht auf demselben Wege

s (P), Fi (B)] = sy [ ity (P'— )+ i1 (' PY], (19)
(7 (P), Fily (P)] == 2% [y 1 (P'— ) — g, 1 (P4 BY). (19)

Die Vertauschbarkeit der linken Seiten der Maxwellschen Glei-
chungen mit allen Feldstirkekomponenten kann in Anwendung auf die
letzeren Gleichungen auch so formuliert werden: Bei festem I, m und
P’ sind die réchten Seiten von (19b), fiir Fy};(P) eingesetzt,
Losungender MaxwellschenGleichungen(IV) dasselbe giltauch,
wenn die rechte Seite von (19b) bei festem ¢,k und P fir Fj, (P)
eingesetzt wird. Strenger ist statt von Losungen der Maxwellschen
Gleichungen wegen der Benutzung der 4-Funktion stets von singuliren
Grenzfillen solcher Lisungen zu sprechen.
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Die letztere Eigenschaft der Relationen (19) werden wir spiter
benutzen. Hier sel noch bemerkt, daB fiir die Viererpotentiale keine
einfach formulierbaren relativistisch invarianten V.-R. bestehen, bei denen
pur die A-Fuanktion und ihre Ableitungen verwendet werden.

II. Methode der Funktionale und Funktionaloperatoren.

§ 1. Eindimensionales Kontinuum, unrelativistisch be-
handelt. Wir betrachten stehende longitudinale Schwingungen in einem
eindimensionalen Kontinuum mit den Grenzbedingungen

gx) =0 firz =0 undazx=—=1

‘Wir konnen dann setzen

1 = . x
gx) = V_lcsgoqsstnksx, ky = Sy 8 ganz;l
analog fiir den ,Impuls® (20)
1 = .
p(x):Vszssm‘Zatksx. J
§=0

Die klassischen Bewegungsgleichungen seien

Ps = —2wv,qyy s == 2RV, v = Ck;
und die Gesamtenergie

1 1 Jq\2
E=3yg bl +@m)'e) = gj[pﬂ(w) +c2<o—%> ]dx. @1
Quantenmechanisch treten zu (18) die V.-R.

h , l
Ps sy — Qe Ps — 2mi’ wenn 8 =% (22)
0, wenn s == §/, ]

hinzu. Diese sind, wie aus einer einfachen Rechnung folgt®, dquivalent mit

@@ — @)@ = 50— a7 i OV @)

worin ¢ die Diracsche Funktion (vgl. I, § 2) bedeutet.
Bekanntlich kann nun (22) bei Einfithrung einer Schrodingerfunktion

Py Gs--2)
der unendlich vielen Variablen ¢,... g,... auch als Operatorgleichung

gedeutet werden, wenn man

gs durch den Operator Multiplikation mit g
g

h
2midyg,’

* Vgl. z. B. P. Jordan und 0. Klein, ZS. f. Phys. 45, 751, 1927.
Zeitschrift fir Physik. Bd. 47. 12

Ps » » Differentiation
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ersetzt. Es beruht dies auf der Identitit

0 oy
m(“sw)—““sa*a; = .

Der Energiesatz fithrt dann nach (21) auf die Differentialgleichung
1
b 2( 4%>0a2+(2 2(2nvs)ﬂa§>¢—_—E¢. (24)

Die Losung dieser Gleichung ist bei unendlich vielen Variablen allerdings
nicht konvergent, was mit der endlichen Nullpunktsenergie @ pro

Eigenschwingung zusammenhéngt. Diese noch ganz ungeldste Schwierigkeit
wurde in der Einleitung ausfithrlich besprochen.

Hiervon abgesehen, dréingt sich aber die folgende Fragestellung
auf. Was ist das Analogon zur Operatordarstellung von (22) und zur
Gleichung (24), wenn wir statt von den abzéhlbar unendlich vielen
Variablen ¢, ... g;... von der Funktion g (%), also einem Kontinuum von
unabhiingig zu varilerenden Variablen ausgehen? Die Antwort darauf
kann mit Hilfe der Volterraschen Funktionalmathematik gegeben werden.
Ein Funktional

w {q (@)}
ist die Zuordnung einer Zahl zu einer Funktion g (). Ein solches heilit
im Punkt P differenzierbar, wenn folgender Grenzwert unabhingig von
seiner speziellen Durchfiihrung stets existiert: Man bilde eine variierte
Funktion ¢ (#) 4 ¢ (x) und lasse das Intervall, in welchem ¢ (x) von O
verschieden ist, sich auf den Punkt z, = P zusammenziehen, wihrend
gleichzeitig auch j g (z) dx nach Null konvergiert. Dann heifit

Tlo@) +a@)) —Fla@)
[a@an
Mit Hilfe der 8-Funktion kann man dies auch schreiben

. 1 _
To@;p = lim ;[TF{Q(@‘}”“Q(”)} — P {g@)}] (25)
q(zpr) —:.(i(mopr~azp)

ap‘q(a,);P = lim

Die gewohnliche Regel fiir Differentiation von Summe und Produkt bleibt
bestehen. Analog ist die zweite Ableitung definiert durch

1 _ ‘

Pow),qw; pp, = lm ';[ap‘q(x),‘P{Q(x)+WQ(x)}_qrq(x);P{Q(x)}]' (25a)
o> 0

g@>d—zp)

Ein spezieller Fall hiervon ist die zweite Ableitung fir P, = P, die
wir durch den Index g (%), g (#); PP bezeichnen werden.



Zur Quantenelektrodynamik ladungsfreier Felder. 169

Wir werden nun fiir p(z) und ¢ (») Funktionaloperatoren suchen,
das heift Zuordnungen neuer Funktionale & und ¥ zu ¥. Diese kionnen
durch die Formeln

([p(@)d2). ® (4@} > T {a @)},
J

(1@ dx). ® (4@} > T {9}
J

beschrieben werden, in denen links iber ein beliebig vorgegebenes
Intervall J von « zu integrieren ist und die Abhingigkeit der Funktionale
¥ und T von diesem Intervall durch den beigefiigten Index J zum Aus-
druck gebracht ist. Diese Zuordnung muf nun speziell so gewidhlt werden,
dafl die als Operatorgleichung aufgefaBte Relation (23) erfullt ist. Es
ist klar, daB

i h ¢

(j&d_x) g (0)) = i j W o; AT,

o 2 (26)

) Z>
(j’q(w)dx)-?l"{qw)} =¥} fe@ ds |

dieser Bedingung geniigen.
Der Energiesatz (21) ergibt ferner die funktionelle Integrodifferential-
gleichung

j(_") (4%2)2 Yo@ q@; ppdop + cg[j(%%)i)dx].w =E¥ (27)

Um das Analogon der Orthogonalititsbedingung aufzustellen, braucht
man die Definition von

" Ypp 0 K

iiber den Funktionenraum. Eine naheliegende Definition wire die Teilung

der Strecke (0,7) in N Intervalle und die Betrachtung von Treppen-

polygonen ¢ (z), welche in den einzelnen Intervallen die konstanten Werte ¢,

bis ¢y haben mogen. Hernach gehe man zur Grenze N —» oo iiber:

j'sz:pE» 553:V1im j.{ Ve, -4 ve 4. -ax) 34, . dgy=S(E—-E").
AR =

Doch ist hier die erwihnte Konvergenzschwierigkeit vorliufig hinderlich.

§ 2. Relativistisch invariante Funktionalbehandlung des
Falles zweier kanonisch konjugierter skalarer ¢g-Funktionen,
die der Wellengleichung geniigen. Als Vorbereitung fir das Problemn
der Vakuum-Elektrodynamik soll zuniichst folgendes einfachere Problem

12%
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behandelt werden. Zwei skalare Zustandsgréfen f und g mogen beide
der (vierdimensionalen) Wellengleichung

2 dx,,, =0 E dxa (28)

=1 a=1
geniigen. Ferner soll fiir sie, als ,g-Funktionen“ von z, y, #, ¢ aufgefat
die V.-R. gelten

@) gP)—g PV (P) = ihd P — P, (29)

worin A die in I, § 2 definierte Funktion ist, wihrend die Werte von f
an verschiedenen Punkten unter sich vertauschbar sind, ebenso die Werte
von g unter sich. HEs ist gefragt, wie diese V.-R. als Beziehung zwischen
Funktionaloperatoren gedeutet werden kann, analog der Einfiihrung der
Operatoren (26) in (23).

Infolge des Umstandes, daf g (P) mit g (P') vertauschbar ist, ist es
erlaubt, Funktionale

T g (z,...2)}

zu betrachten, in denen die Werte von. g(w,...%,) jetzt gewohnliche
Zahlen sind. Wesentlich ist aber, daB g (z, ...#,) nunmehr keine willktir-
lichen Funktionen von g, ..., sein konnen, sondern nur solche, die der
Wellengleichung gentigen.  Innerbalb des Bereiches dieser speziellen
Funktionen miissen wir auch verbleiben, wenn wir g (2;) variieren. Ins-
besondere ist es also nicht mehr moglich, die Variation g (z,...2,) so zu
wihlen, daB sie nur in der Umgebung eines Weltpunktes von Null ver-
schieden ist. Die Tatsache, daff nunmehr dem Argument des Funktionals ¥
die Wellengleichung oder allgemeiner eine lineare partielle Differential-
gleichung als Nebenbedingung auferlegt ist, macht also eine Abiénderung
des Volterraschen Begriffes der funktionellen Ableitung notwendig.

Eine solche ergibt sich indessen von selbst, wenn wir einfach in der
Schreibweise (25) der Volterraschen Ableitung die gewthnliche §-Funktion
durch die Kugelschalenwellen--Funktion von I, § 2 ersetzen, indem
wir uns daran erinnern, daB diese ja gem#f I, § 2, Gleichung (13) eine
Lisung von (28) ist.

Wir definieren also jetzt eine funktionelle Ableitung durch

Tpapr= Dm0+ @) O G0

g lz; (PH] —> 4(P—P)

Da auch fiir diese Ableitung die Regeln fir Differentiation von
Summe und Produkt bestehen bleiben, ist ferner unmittelbar klar, dafl
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(29) durch den folgenden, zu (26) vollig analogen Operatoransatz be-
friedigt wird:

[[9@dda,...ds]. ® (g@) = ik [ By, pda,...dz,; (31
YV,

Operator
g

ebenso bedeutet f(x) als Operator einfach Multiplikation mit £ ().

Damit ist die in diesem Paragraphen gestellte Frage vollstiandig be-
antwortet und wir kdnnen' nun unser eigentliches Ziel, die Funktional-
gleichung der Lichtquantenelektrodynamik, ins Auge fassen.

§ 3. Darstellung der V.-R. der Vakuum-Eiektrodyna.mik‘
als relativistisch invariante Relationen zwischen Funktional-
operatoren. Impuls-Energiesatz als Verallgemeinerung der
Schrodingergleichung. Wenn wir die durch I, Gleichung (3) defi-
nierten Fourieramplituden b, . .. ... als unabhiingige Variable einfithren, ist
die Funktionaldarstellung klar und der g-Zahl-a, entspricht der Operator

ih=—- Die in II, § 1 erwshnte Konvergenzschwierigkeit stellt sich

du ‘
a,llerdsi'ngs auch hier ein und l#8t auch das Folgende noch als weitgehend
problematisch erscheinen.

Auch hiervon abgesehen, stellt sich aber eine Schwierigkeit ein, wenn
wir in unserer Funktionaldarstellung eine Fourierzerlegung des Feldes
nicht explizite benutzen wollen. Wie bereits im vorigen Paragraphen
erwihnt, konnen nimlich nur solche physikalischen Feldgrofen als
Argumente eines Funktionals verwendet werden, die, als g-Funktionen
aufgefaft, fiir alle Raum-Zeitpunkte vertauschbar sind. Bei Annahme der
in Teil I formulierten V.-R. (III) fiir die Feldstirken F,; kinnen also
diese selbst als Argumente eines Funktionals nicht in Betracht kommen,
sondern gemdf I, §4, Gleichung (18b) oder (19a) nur eines von
den vier dort definierten GroBensystemen Fyy (P), Fiy (P), By (P), Efy (P).
Die Heranziehung dieser Funktionen, namentlich der in bezug auf einen
festen Punkt gespiegelten GriBen Fj, und Fjy, erscheint als sehr kiinstlich,
indessen ist es uns nicht moglich gewesen, sie zu vermeiden.

Die folgende Betrachtung ist fiir Funktionale des in bezug auf
einen festen Nullpunkt schiefsymmetrischen Teiles Fj, (#,...x,) der
Maxwellschen Gleichungen [Teil I, Gleichung (IV)] durchgefithrt, die
wir also mit T (Fr (... 3,))
bezeichnen konnen. Natiirlich konnte man in allen folgenden Uber-
legungen Fj; und Ff; auch die Rollen tauschen lassen; auch wiirden bei
Einfithrung von E;; oder Ef, als Argumenten der Funktionale analoge
Uberlegungen gelten.
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Das Problem liegt ganz #dhnlich wie das des vorigen Paragraphen,

nur daf hier als Argumente des Funktionals mehrere (sechs) Funktionen
simultan auftreten, die durch die Gleichungen (IV), die Maxwellschen
Gleichungen, voneinander abhingig gemacht werden. Man kann jetzt
also nicht nach einzelnen der sechs Komponenten der Feldstirken
differenzieren, weil eine Feldstirkenkomponente nicht ohne die tibrigen
varilert werden kann. Wieder ist es die 4-Funktion, diesmal mit ihren
zweiten Ableitungen, die hier Abhilfe schafft. Fithren wir den durch
Teil I, Gleichung (16) definierten Ausdruck A,y ;s ein, dann ist gemif
I, §4 fiir jedes Indexpaar (i, k)
Fin (P) = dig,in(P'— P) + dig,in(P' + P) = Ay, 1m(P,P) (32)
bei festem P eine zuldssige Variation der Fy,,, weil sie den Max-
wellschen Gleichungen genfigt und auch die Symmetriebedingung [Vor-
zeichendnderung beim Ubergang von (P') zu (— P')] erfilllt. Wir konnen
also die sechs folgenden, durch (4,%) und schiefe Symmetrie in
diesem Indexpaar charakterisierten Ableitungen unseres
Funktionals @ {Fy,, (P')} in Analogie zu (30) definieren:

, : . 1 ,
T, p{Frn (P} = lim ;[T{F,‘M(P)
O B > B3, 1 (PP
+ « (O Fip) (P} — T {Fin(P)H}]: (33)

Es ist dann auch unmittelbar klar, daB die V.-R. (III), als Operator-
gleichung gefaBt, erfiillt ist, wenn der zu F.(P) gehorige Operator
definiert wird gemiB

the

(j...j'MdVP>.qf{F,—m(P')}:Wﬂ@f;k;p{l'"fm(l")}cwp, (34)

worin mit dVp das Volumenelement des vierdimensionalen Raumes der
Koordinaten «,...2#, von P und mit J ein beliebiges, endliches vier-
dimensionales Intervall in diesem bezeichnet ist, wihrend

[ #em@)ave

J
als Operator einfach Multiplikation mit dieser Griofe bedeutet.

Hier sollen noch kurz Uberlegungen solcher Art angefiihrt werden,
die analog sind denjenigen, die in II, §1 zur Aufstellung der
Gleichung (25) fithrten. Zunichst ist wohl klar, wie zweite Ab-
leitungen unseres Funktionals ¥ gebildet werden konnen; die allge-
meinste zweite Ableitung schreiben wir

,
Wik, re; PPys
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doch wird im folgenden nur der Spezialfall P, =— P benstigt werden.
Wesentlich bericksichtigt werden mu8, daf} in einer relativistisch invarianten
Theorie neben dem Energieintegral die Impulsintegrale als gleichwertig
angesehen werden miissen, so daff wir fiir das von den vier Gesamt-
energie - Impulskomponenten J, — — E; (J,,J,,J;) = é¢® abhiingige
sEigen“-Funktional &, vier simultane partielle funktionale Differential-
gleichungen zweiter Ordnung erbalten. Bekanntlich driickt sich J in
der klassischen Elektrodynamik folgendermalen durch die Feldstiarken aus:

» 4
Ty = j [ S FiFor— . SAE, )] dudy de.
r=1 (rs)

t = const
Wir konnen den Schnitt { — const speziell als ¢ — 0 wihlen, d. h. als
solchen, der durch den Nullpunkt geht, den wir fiir die Teilung der
Feldstirken in ¥, und Fy) verwendet haben. Dann zerfallt jedes der
vier Integrale J, in zwei Teile, die von den ¥, bzw. Fy; allein ab-
hingen, da die Integrale iiher die gemischten Glieder aus Symmetrie-
griinden verschwinden. Wir erhalten so die vier simultanen (¢ — 1
bis 4 entsprechenden), zu (27) analog gebildeten Gleichungen

=]

“ihe \? e "
(—16—2) [j { [ E Q-Fkr; 4r; PP Ops E%q“rs;rs;l’P] dxpdypdsp
\ T Jdd Tr=1 (rs)

=0
4
+#[f] SIFe Ty —0u § DE depdypdep = T, (85)

worin ¥ ein Funktional ist, das von den F;; (2;) und daneben noch von
den J; als Parametern abhiingt. Diese Gleichungen spielen fiir ein ,ab-
geschlossenes“ Strahlungsfeld eine analoge Rolle, wie die Schridinger-
sche Differentialgleichung fiir einen bestimmten Quantenzustand eines
abgeschlossenen mechanischen Systems.

Wie bereits in der Einleitung erwéhnt, sind die im letzten Paragraphen
dieses Teiles I angefithrten Gleichungen, fiir die iibrigens direkte Inte-
grationsmethoden noch nicht vorliegen, in noch hoherem Grade als
vorlanfig anzusehen, als die in Teil I entwickelten Uberlegungen iiber
g-Funktionen. Jedoch halten wir die Einfithrung von Funktionalen in
eine konsequente quantentheoretische Umdeutung der klassischen Feld-
physik trotz vieler ungeltster Probleme bei ihrer speziellen Durchfithrung
im allgemeinen fiir naturgemis.




