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RELATIVITÉ/PHYSIQUE NUCLEAIRE

TD 6

Équation de Dirac pour un fermion libre

L’équation de Dirac pour un fermion libre de masse au repos m0 s’écrit en forme Lorentz
covariante

(−ıh̄ γµ ∂µ +m0c 114) Ψ(x) = 0 (1)

avec Ψ(x) =

(
ΨU(x)
ΨL(x)

)
=


ψ1(x)
ψ2(x)
ψ3(x)
ψ4(x)

 le 4-spineur solution (fonction d’onde).

1. Valeurs propres d’énergie.
Utilisez une solution de type onde plane en forme

Ψ(x) =


u1(p)
u2(p)
u3(p)
u4(p)

 e−
ı
h̄
p·x (2)

ou x, p sont des quadrivecteurs et u est un 4-spineur fonction de l’impulsion pour
déterminer les valeurs propres de l’énergie, selon les étapes suivantes:

(a) Calculez

∂

∂x0
Ψ(x)

∂

∂xk
Ψ(x)

(b) Écrivez un système d’équations en forme matricielle pour le 4-spineur u en fonction
des valeurs propres de l’impulsion.

(c) Calculer le déterminant des coéfficients.

(d) Montrer que ce déterminant est identique à[(√
p2 +m2

0c
2 + p0

)(√
p2 +m2

0c
2 − p0

)]2
(e) En déduire les valeurs propres de l’énergie pour la particule.

2. Vecteurs propres.
Déterminez les vecteurs propres selon les étapes suivantes:



(a) Montrez utilisant les résultats intermédiaires de la question (1) qu’on peut écrire
un système d’équations sous la forme(

(−p0 +m0c) 112 σ · p
−σ · p (p0 +m0c) 112

) (
uA(p)
uB(p)

)
= 0) (3)

(b) Démontrez la “relation de Dirac”:

(σ · a) (σ · b) = (a · b) 112 + ıσ (a× b) (4)

(c) En déduire les quatre solutions u(K), K ∈ {1, . . . , 4} et leurs valeurs propres
d’énergie associées.
Indications: Trouver une expression pour uA(p) en eliminant uB(p) du système
(3) à l’aide de la relation de Dirac. Regarder la limite ||p|| → 0. Trouver la forme
finale pur uA(p) et uB(p) par choix pour l’un des deux.


